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Г. И. АВАНЕСОВА

ОБ УСТОЙЧИВОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ АНИЗОТРОПНОЙ 
ОБОЛОЧКИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ КОЛЬЦЕВОГО УСИЛИЯ С

УЧЕТОМ ДОКРИТИЧЕСКОГО ПРОГИБА

В данной работе рассматривается устойчивость анизотропной 
круговой цилиндрической оболочки радиуса /?, нагруженной кольцевой 
обжимающей нагрузкой с?0. Предполагается, что в каждой точке обо­
лочки имеется лишь одна плоскость упругой симметрии, которая па­
раллельна координатной поверхности.

За координатную поверхность принимается средняя поверхность 
оболочки; координатные линии направлены: х по образующей цилин­
дра, у—по направляющей дуге и г — по радиусу кривизны.

В отношении указанной оболочки принимается гипотеза недефор- 
мируемых нормалей, а прогибы считаются сравнимыми с толщиной 
оболочки Л.

В случае, когда оболочка сделана из ортотропного материала и 
главные физические и геометрические направления не совпадают, обо­
лочка работает как анизотропная. В данной работе определен опти­
мальный угол ? между главными геометрическими и физическими на­
правлениями для различных случаев сочетания упругих постоянных обо­
лочки.

1. В силу указанных предположений, уравнения устойчивости 
обрлочки с учетом начального докритического прогиба запишутся
в виде [ 11, [4]

I т иг- ^1Г/ 1Ь, (/>,*.) и՜ — л „ -г
дуг дх~ ду с/х՜ R Ох

I (Л р3»7 1
,к • ду* с/х2 R дх*

(1.1)

о4 д'=■ /Л,֊^ > 12РИ)֊—֊
/?х о у' дх'ду

ч- 4Д,
д' д'

41).. —
дх'ду дхду3

л»
Ь М^) = - 4֊ >1ц —■ 4-(Д68 . 2Д12) „

дх' °У՝ Охгду

(1.2>

-2А.—у-г
Ох3ду дхду
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(-V. у), г (х. у) возмущения радиального перемещения и силовой 
функции,

Вц коэффициент упругости для ортотропной оболочки,

Л,։=—= ֊& . 
1 — ЗД 1 — V։ 1 »»*։

£а=֊֊?—, В„=вк, В,„ = ВЯ = О 
1 — V.*

Коэффициенты А։к определяются по Формулам

_ С^С^_ С|6 С31|С2Я спсм
о ’ '41! <>՛— «и.

. СпСм- С2Ь с^с..а СпС„
֊ о ՛ /։и1------------------------о------------------

А - С»С--՜ . д _ СщСм - С1։С..в
^61} — О Лив - о

(1.3)

(1-4)

2 = (с„с22 - С?2) свв - 2С1:С։ПСИ ֊ сис?6 - а,с?6 (1.5)

Сул 5/лЛ
В случае несовпадения главных физических и геометрических 

направлений коэффициенты упругости Вул определяются по следующим 
выражениям:

Вц - СО54 ? : 2 (Я։։ 4֊ 2^.) 8»п2 г СОЗ2 ? — В'^ 5НГ ? (1.6)

В22 Ви 31П ’ С Ь 2 ( В\., 2566) 51П' ? СОЗ' 9 -|- />՝22 СОЯ։ ф

/?։2 [5Н 4֊ 13'ъ — 2 (Вг1 4֊ 223^)1 з։п՜ ? СО52 ?

1ли 4՜ в.22 - 2 (ВГ2 ֊ 22?^)] з։п= СО.Ч- ?

2?и:- \В22 ЙШ2 О - СОЙ'՜ ՛? (2?!2 2^,) СОЯ 2с] 31П 2с

Всв= ~ [В:/2 соь՜'9 — В\, з։п= ф - (В\2 -ф 2В'(/>) соз 2; | <։п 2?

где угол между главными геометрическими и физическими направ­
лениями: В;к - коэффициент упругости при ? = 0.

Изучим начальное докритическое состояние. До потери статичес­
кой устойчивости деформации оболочки будут осесимметричными. 
Принимая 1Г0= т0 ?<>(*)> уравнения (1.1) можно заменить
уравнением четвертого порядка

7о 117,
<7х4 АИ22Л2 А)П '
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Введем переменную a=x/Ä и обозначим л4 =-----------
4£>ПЛМ

Тогда уравнение (1.7) можно представить в следующем виде:

1--' | 4/.‘ 1Г0- (1.8)
Dn

При рассмотрении бесконечной оболочки принимается, что коль­
цевая нагрузка приложена в сечении а = 0, тогда

W . 4>R’- е-'° (cos X։ + sin и) (1.9)
8Z)n/.J

а усилия вдоль дуги равны

Р„ = - ֊֊ = ֊ е֊1’ (cos л + sin U) (1.10)
^**22 * * Öx-*11<*22 ’

При рассмотрении дальнейшего равновесного состояния оболочки, 
уже не являющегося осесимметричным, заменим систему уравнений 
(1.1) разрешающим уравнением восьмого порядка

1 1Г дг IV՜’1ЛЛадх4Мд.)| 1Г (--L И = P9Lt{A}k} ”л (1.11)
R- дх' ду

где Z., (Djk) и Л2(Лд.) -- уже указанные операторы; PtJ — усилия вдоль 
дуги окружности.

Предполагая оболочку достаточно длинной, представим решение 
уравнения (1.11) в виде

1Г = Г։(а)е֊->’ (1.12)
г ц п число волл в окружном направлении, fJ=-----—безразмерная ко-

& R 
ордината

|£; (ОЙ)ХД5(ЛА)| Г, R-УУУ = _ P.,„-R‘L\(A,k) Г, (1.13) 
dr

L\W ֊'А. — - Щ. ~ in ֊ 2 (О1։ + 20«) пг 4- 
dr dr (h2

+ -d— in* 4- D...n' (1.14)
d

L2 (Ait) - At, -У- + 2Л„ ~ in - (A„ + 2Л։;) П- - 
d'J. ’ </a3 dr

-----  1п՛՝ 4՜ du
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Применим преобразование Фурье, учитывая, что
некоторой функции и ее оригинал (а) связаны

трансформанта 
соотношениями

1Г;”- (а) е;л ': с/х, Г, (а) = Н^е՜’՜1’ с/я

уравнение трансформанты получаем в виде

(1.15)

(£?’ X £г ’ + /?=54) 1Р1” - 2֊^ Рч IV,е'” </։ 
) 2“ о

(1.16)

- А1֊«։4 4£>1в$Ъ + 2 (£>։2 + 2/)м)52и2 - 4авян3 4- А2п4 

— Л22$4 2Л2>3я3п 4՜ (Де6 4՜ 2Д։2) $гп- 2/110яп3 4՜ Дип4

Интеграл правой части уравнения (1.16) может быть заменен следую֊
щим образом:

| (118>
О

Ро։'лР, Ру ։>)—трансформанты функции Ру 
Учтя (1.10), можно записать

р(.'»-рП р!»~р) ----------- -------------  I-----------!----------- ---------- 1______
I (5-р)'։4֊4/֊4 (54֊^ + 4л<

Обозначая
, /£</) ;■ £<*> 4- Я*?

И’> = р --------

(1.19)

(1.20)

получим однородные интегральные уравнения Фредгольма второго ро­
да с симметричным ядром

И։) = <7о ^(5. р) У{р](!р
о

(1.21)

1 / Л /^>
р) — л-Л ] £'■> х £'/> + Л’֊։4 И Ц» X Я։/>4<1’22)

Искомая нагрузка входит в данное уравнение в качестве незави­
симого параметра, то есть мы имеем задачу о собственных значениях 
уравнения (1.21). Для определения первой критической нагрузки мож­
но воспользоваться теорией симметричных интегральных уравнений, в 
которой для определения характеристического числа в первом прибли­
жении применяют выражение

И?вес:ия АН Армянской ССР. Механика, .\? •>
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9;== •$։ = ( \ *'*'($• р)<Шр (1.23)
о о

Верхняя критическая нагрузка может быть определена по формуле

1 _ _1_ П К1 ? ?

</0 * ЕН £{•> Л’ в’

В случае изотропной оболочки

1 12(1 - Г___ (л» ■ ггг«/я
д0 г£Л* ] (5; /. 1֊ 4/‘з4

1 I 4 4-— 4
1 12(1 ~ Л>: п*

Ч„ ?Eh>n у 4-^4՜
Полученное выражение совпадает с результатом, приведенным в 

работе [2), то есть при указанном подходе к решению задачи устой­
чивости учет докритическою прогиба не влияет ид величину критиче­
ской нагрузки. Это обстоятельство не противоречит результатам работ 
|4, 5|, в которых указывается на зависимость критической нагрузки 
от краевых условий на торцах цилиндра, поскольку в данной задаче 
рассматривается цилиндр бесконечной длины.

2. Для иллюстрации вышесказанного ниже приведены значения 
критической нагрузки д: — -^2- » вычисленные на ЭВМ для оболо- 

£71
чек со следующими сочетаниями упругих постоянных при ? 0
(табл. 1).

Таблица 1

в «« в<я

1 * Е 0.5£

11 2£ Е 0.5£

III 10£ 0.5£

Для определения п։р сравниваются значения </«Р при различных д 
для указанных случаев J, II, III при ? ֊0 (табл. 2).

В табл. 3 приведены значения критической нагрузки при различ­
ных ? для II и III случая сочетания упругих постоянных.



Таблица

1 6 7 8 9 10

՛ ։ 1 О՜3-0.395784 1 О՜3-0.387871 10“3-0.384708 10“3.0.387214 10’3-0.395456 10 "3-0.40894

И 10 ՝3-0.452232 10՜3.0.43869 10 3-0.431481 10 3-0.431551 И)-3-0.438778 10-:‘(1.45235

ГП 10 3-0.598511 10 3-0.568646 1 (Г3-0.552806 1 О՜3-0.550669 10 ’’•0.560414 10 3-0.57969

Таблица 3

Лкр * 
Л’ 0 30’ 45° 60’ 90

7 1! 10"3 0.43148 10-3-0.443153 10 3-0.416612 10-3-0.371393 10~3 0.293830

8 III 10-3-0.550669
1

10" 3 0.655796 иг3- 0.675157 10“3-0.576155 10“3-0.174139
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Оптимальный угол © ориентации физических и геометрических 
направлений меняется в зависимости от соотношения />’п &2. При уве­

личении последнего он сдвигается к —> при уменьшении—к нулю.

При £i։>£23 niing, достигается при ? = —(!, 3, 5..-). Величина

(тах</кр т։п</кр) растет при увеличении В^В...,.

Գ. 1՛. ԱՎԱՆԵԱՈՎԱ

ՕՎԱԿԱԶԵՎ ՐՍՈԻ ԱԶԴԵՑՈՒԹՅԱՆ ՏԱԿ ԳՏՆՎՈՂ ԱՆԻԶՈՏՐՈՊ ԳԼԱՆԱՅԻՆ 
ԹԱՂԱՆԹԻ կայունության ս՛ասին՝ մինչկրիտիկական

ՃԿՎԱԾՔԻ ՀՍ.Շ՚ԼԱ1ՒՈՒԱՈՎ

Ա մ փ ո փ ո ւ մ

Աշխատանքում դիտարկվում /. օղակաձև սեղմող սււքևրի աղդերաթյան 
աակ անիղոտրուղ շրջանային կարվածքով ղրսնային անվերջ թաղանթի կա- 
յանււէթյան խնդիրքէ Վերջինս րերվսւմ Հ ինտեղրաք Հավասարման։

Անիղո տրս։ղ ս։թ էէէէնր ։ղ ա րէ ան ա վո րվ՛ած I, օրթ ոտր/սղ թ աղանթի 7'/"//'՜ 
կական ե երկրաչափական դքխավոր ուղղու թ յունների չՀամնկնհրւվ։

Աշխատանքում որոշվում Լ Նշված ոլղղութ յոէնների միջև կազմված օւղ- 
աիմաք անկյունը։

ON STABILITY OF A CYLINDRICAL ANISOTROPIC SHELL

G. 1. /AVANESOVA

S u in in a г у

The work deals with a problem of stability of an infinite aniso­
tropic cylindrical shell under circular squeezing stresses. The problem is 
reduced to solving an integral equation.

Anisotropy is stipulated by nun-coincidence of I he principal phy­
sical and geometric directions of the orthotropic shell.

The optimum angle between the specified directions is determined.
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