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И Т. ЕФИМОВА, Я. С. УФЛЯНД

О КРУЧЕНИИ СОСТАВНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ СТЕРЖНЕЙ

В настоящей заметке рассмотрена задача о кручении полубеско- 
нечиого составного цилиндрического стержня при различных краевых 
условиях. Точное решение получено с помощью специального инте
грального преобразования. I1рипедено доказательство соответствую
щей формулы обращения.

§ 1. Рассмотрим полубесконечнын стержень, составленный из 
двух материалов", заделанный на торце и скручиваемый произволь
ными усилиями по боковой поверхности. Как известно |1], поставлен
ная задача сводится к уравнению

Дг.՛ (1.1)

для единственной не равной нулю компоненты вектора упругого сме
щения «« = &(г, г). Граничные условия имеют вид

где <7— модуль сдвига. Кроме того, в разделяющем [сечении г — I 
должны быть непрерывны

г.дг>
■-Ь-—. откуда 

Ог

Ч-'-о = Ч-ьи»

Разделение переменных

у = \ А (/.) Д (лг) ? (2> л) Ж (1.4)

смещение и касательное напряжение

G,^' = сД (1.3)

приводит к следующему выражению:

. sin ) 0 z /
? rG (1.5)

1 sin /l cos /. ( z — / ) -------֊ cos/Z sin t (z /), /<^z<^Gr.
G, 

удовлетворяющему однородным граничным условиям. Неоднородное 
условие (1.2) принимает вид разложения

Развиваемый далее метод может быть обобщен lia случай многослойной среды 
И полого цилиндра.
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/(г) Г Л (/.) / I I 5>(г,л)Л (1.6)
<1Г I Г К֊ R 

и

из которого требуется найти неизвестную величину .4 (/).
Таким образом, задача свелась к определению коэффициента 

разложения заданном функции в интеграл по функциям (1.5), являю
щимся, очевидно, собственными функциями следующей сингулярной 
краевой задачи:

ф" । /?© = 0. ф (0) — 0, Ф (оо) ■ :• (1
?(/ 0) ?(/ + 0), 6\/(/ 0)֊С^'(/-г0)

Используя доказанную я £ 2 теорему разложения (2.1 ), а также 
соотношение [2|

֊1 ’ Л(х) (1.8)
ах х | л- 

находим 

9 R ՛ ‘
Л(>-)֊ , , , >>г/с (1.9)

(лг) VI (/.)

где

<••(>.) - вш-л/— о СО8՜՝ </, V - (Л б՜;

0(г) -1 , 0<г</, р(2) 1, /<2< (1.10)

В качестве примера рассмотрим случай линейной скручивающей 
нагрузки р, приложенной по окружности некоторого сечения г а <^1. 
Так как при этом граничное напряжение представляется через дельта- 
функцию: г л - рЪ (а), то в этом случае

2/; .ч!п ՛ и
(З..1п (л/? > 10 (/ 1

(1.111

§2. Переходим к доказательству следующей теоремы: если 
/ (х) кусочно-непрерывная функция, абсолютно интегрируемая н 
промежутке (0. ) ч имеющая там ограниченную вариацию, то

/(х-0) 4-/(х-4֊О) ;

— (И,/; 2 (2.1)
՝"<'> •’ /(/-0) + У(/ - 01 х = /

1 г V
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Для доказательства рассмотрим интеграл 

т 7
J(.X. Т) — 2 \d>. (7(։)р(5) (2.2)

г< о

и заметим, что

“ (/.)

при любых положительных х и с. В силу этой оценки и абсолютной
интегрируемости /(х) внутренний интеграл сходится равномерно ио 
' для > (0, оо). Следовательно, н (2.2) можно изменить порядок ин-
тегрировання
J(x. Г) для

и, учитывая вид ?(£, а) в зависимости от записать
О < х < Z в следующей форме:

У(х. n = ^7(Pfet», T)di -֊J7(5)^(x,=, T)dl = 

0 I

^J(x, T) + J(X, T) (2.3)

Здесь через с, Т) и ^(х, Г) обозначены интегралы

К •>, f-------- sin sin *--------d> (2-4)

r sin2 а/ —cos5 л/ 
■у2

г 1
' sin '/ cos a(- /) 4 cos a/sin А (с /)

1 V
•}»a = I sin/д-------------------------------------- j------- --------------------- tb (2.5)

J sin5 a/4------ cos’f l
(t V-

Рассмотрим сначала случай 0<^5</. Нетрудно показать, что 

т
, ՝/ fvslnX(/ х) i cos л ( I х) . , . .. г ,п , .
i։ = — I --------- Ь------- 1--------------- J----------4 sin г,= <//., О < ; < л- < / (2.6а)

2z J vsinX/ f cos а/ 

т
Ч 1‘ ՝/sin/(/ — ;) н-7 cos Л (Z ՝) . . /оа-\

/J - 7 I -----------i------- --------------- ----------- sin/xfZ/, (2.6о)
27 j vsin)/ 4/cos а/ 

֊ г

Поэтому интеграл J(x, Г) представим в виде 
л I

Г J П<У.= 7֊ р(;)?,(х.։, T)dl =

Jiix, T) -i J2(x, 7) (2.7)
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Изучим, например, /..(.г, 7') при 7’ — 4֊ ос. Делая и (2.66) за
мену переменных > = получаем, что

/т
у Г у sh ~- (/ :) 4՜ сЬ - (/ — '■)

2г J vsh’/4-ch՜/
-iT

sh *x d~ (2.8)

Так как уравнение sh ~l — ch ~1 — 0 ‘не имеет корней, 
у

которых

Rex >0, то по теореме Коши будет"

ф, = - С sh
2/у sh ~1 т ch -/ 

(Гт)

(2.9)

На контуре (Гу) имеют место соотношения

* — Те^, —
2

и для 0<х<5</

ysh^CZ ;) 4֊ ch ' (I — ;) . 
------------ ---------------------------- sh "x =

vsh֊/ г ch֊/

= _Le֊‘r<֊’ <•- r> _ ’֊-*> y՝՜1)____L e iTt<՜ <s+x)
2 2

у — 1 v — 1 ,- а — ■ ■ с -1—
2 (у 4-1) 2(у4- 1)

е тЛ(Е+ж>4_ ет/₽(£-2/-ж) |_еп^-«-м I О< Г՜1) (2.10)

Вычисляя интеграл (2.9) но контуру (Гт), приходим к соотно

У

шению

у sin (i ֊֊ x) Т sin(S - х) 7՜ Q/y-K _ v sin (; ■ х) Г ,
2 v Е — х ՝ 2 ’ £ + х Т

(у — 1) у I sin - 2/ — х) Т sin (с 2/4-,г) Г
2(у I) I '֊2/ х =֊2/ л-

sin (£ 4՜ *) Т՝ sin (: - 2/ - х) Т sin (: — 2/ х) 7' I
$4 х ~ ;֊2/-х +՜ Ь2/ + х |

Подставляя теперь (2.11) в /2(х, Т՝) и устремляя 7— ~ос, 
нии известных лемм Римана и Дирихле получаем

О(Т՜’)

(2.И)

на основа

Сходный метод применялся н работе |4].
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lim /а(х, Г) I 0)
т-+- 2

Исследование интеграла /։ (х, Т) проводится аналогичным путем, 
в результате имеем

1։п>Л(х, 7՜)
Г- + * 2

Таким образом,

lim J (х, Т) = ----- °> + /<аг+°) (2Д2)
г-+~ ~ 2

Если теперь рассмотреть 0<С х <С I : С. xj, то интеграл 
$с(х, Т) можно представить в виде

т
i Г sinKG — /) —/cos >՛(: — /) . . .

’Jn = — I ----------i;----------- 1---------- sin >xdf-
u 9 | I

”T sin)/4------cos'/J
V

it
—Lf

v,r sh: -*֊cli՜/

£ Г sh т (; — /) —ch т (; —/) 

“ . sh-/ (-— ch '-/
'1 T> V

sin (; 4֊ x) 7՛ . sin (: — x) T
-------------  }՜  i----------  

: -j- x----------- c — x

. . sin G - - x) T
sh ~x d՜ -------------------------

sin (c -f- x) T 

: 4- x
O(7'՜1) (2.13)

Подставляя (2.13) в }(х, 7*) и переходя там к пределу при 
Т՝ — 4՜ 0°, получим

Пт у(х> 7’)= о (2.14)

Из (2.12) и (2.14) вытекает, что для О С х<^1

1՝ Иш У(х, Г) = /(*—°)+/<дс + 0) (2.15)
г—1-« 2

Аналогично доказывается справедливость Формулы 
случае /<^х<^ Исследование точки х — 1 дает

(2.15) и в

lim7(/> r)=/a-o)+v(z+o)
т- 14-՛*

что и доказывает теорему.

(2.16)
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§ 3. Предложенная методика применима также и к таким зада
чам, когда сечение г 0 свободно от усилий. Вводя в качестве не 

‘1’ «
известной функцию и< = —где Ф функция напряжения, получаем 

уравнение

\ пДи»--------- — О (3.1)

с граничными условиями

«»|х_„=0, »1,.^֊ | '«|г,₽</г«/(г) (3.21

о

В сечении г I имеем

и.. —
' дг 1=1-0 = /40

(3.31

При этом обеспечивается непрерывность напряжений и величины 
,т. V « гт—• где Ч = функция перемещении. 11осле решения задачи по 

0г г
известным значениям Ф находим функцию 4՜ с точностью до аддитив
ной постоянной, значение которой выбираем так, чтобы выполнялось 
требование и (г, / 0) р (г, / 0).

Решение задачи, полученное с помощью формулы (2.1), имеет вид

о

4 ("•) 
4('Я)

<? (г, /.) <7/ (3.4)

где

л (А) -2 (/(Ор (<) ? (5, '■) <£,

-‘МО
о

Заметим в заключение, что в случае полностью неоднородных 
граничных условий решение может быть получено по методу инте
гральных преобразований (см. [3]).

Фианко-. елнический институт 
им. Л. Ф. Иоффе Поступила 9 VII 1969
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ON TORSION OF COMPOUND CYLINDRICAL BARS

I. T. EEIMOVA, Ya. S. UFLYAND

Summary

There is -riven an exact solution to the problem of torsion of a 
semi-infinite compound cylindrical bar of two different materials. Spe
cial integral transform is applied and the inverse formula is proved.
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