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О ВДАВЛИВАНИИ КОЛЬИЕВОГО ШТАМПА В 
УПРУГОЕ ПОЛУПРОСТРАНСТВО

Задача о давлении кольценого штампа в упругое полупростран
ство рассматривалась в работах [1 6]. Однако, в работах [1 3] ре
зультаты получены в форме, мало пригодной для практического при
менения.

Приближенное решение рассматриваемой задачи было предло
жено К. Е. Егоровым |-1 ] и 3. Олесяком [5].

В работе [6] при помощи цилиндрической системы координат 
решение указанной задачи (когда штамп имеет плоское основание) 
сведено к „тройным“ интегральным уравнениям. Решение „тройных“ 
интегральных уравнений обоими способами, приведенными в этой ра
боте, для более общего случая подробно исследовано в работах 
Дж. К. Кука [7, 8].

В настоящей статье рассмотрена задача о давлении жесткого 
штампа, имеющего в плане форму кругового концентрического кольца, 
на упругое полупространство. Предполагается, что трение между 
штампом и полупространством отсутствует. Для простоты принимается 
также, что граница полупространства вне штампа свободна от внеш
них усилий.

Задача решается в тороидальной системе координат [91. Реше
ние представлено в виде интеграла по присоединенным сферическим 
Функциям Р (сйх). Определение коэффициентов интегрирования 
сведено к решению „парных* интегральных ураннениз! по функциям 
Лежандра с комплексным индексом действительного аргумента (10 
13]. Решение этих „парных" интегральных уравнений сводится к ре
шению интегрального уравнения Фредгольма второго рода.

В частности, получено решение задачи о вдавливании круглого 
и плане жесткого штампа на упругое полупространство, рассматр и- 
вапшсеся в работах многих авторов. В качестве примера решена за
дача о давлении жесткого кольцевого штампа с плоским основанием 
на упругое полупространство. Приведен численный пример.

£ 1. Рассмотрим задачу о давлении кольцевого в плане жесткого 
штампа с произвольной формой основания на упругое изотропное 
полупространство (фиг. 1). На штамп действует вертикальная сила, 
направленная по оси симметрии. Для простоты предполагается, что 
вис штампа поверхность полупространства свободна (»т напряжений,
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а силы трения между штампом 
ствуют. Граничные условия при

упругим полупространством отсут- 
= 0 для рассматриваемой контакт
ной задачи имеют следующий вид:

ний, в осесимметричном случае, 
Папковнча-Нейбера [9]

(г, 0) 0 0 г < а

иЛг, — Я а < г Ь (1.1)

зг(г, 0) = 0

-«(г, 0) - 0 0<г<֊- (1.2)

(г, г — цилиндрические коорди
наты).

Здесь в- и ~г: — соответствен
но нормальные и касательные на
пряжения, и. — проекция вектора 
перемещения на ось ог.

Для сведения рассматриваемой 
задачи к краевым задачам теории 
упругости, используем представле
ние упругих смещений и напряже- 
через 'две гармонические функции

20«, 2С„, (3-4,)Ф
дг дг дг Ог

дг [ дг Ог

о <)Ф </2/ <?3Ф о дФ 1 д/ г с‘Ф
дг дг՝ дг2 дг г дг г дг

(1.3)

(6’ модуль сдвига, ՝» коэффициент Пуассона). 
Для гармонической функции

Т = (1 2У)Ф (1.4)
дг

из граничного условия (1.2) сразу находим ,1Г 0‘ и остается найти
гармоническую в полупространстве 2^>0 функцию, удовлетворяющую 
смешанным граничным условиям (1.1) при 2 = 0.

Исключая теперь с помощью (1.4) одну из двух функций Пап
ковича-Нейбера (например, /), находим из (1.1), что гармоническая

• Если «место условия (1.2) было бы (г. 0)’ ։;(г), го функцию 'Г можно 
было бы считать известной из решения задачи Дирихле для полупространства.
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функция Ф (г, а) должна удовлетворять следующим смешанным крае
вым условиям на границе полупространства:

(1.5)

Вводя тороидальные координат

Ь $1) а 
сЬ ։+ соя/

и учитывая, что

1 сЬ л -р 1 <?Ф

ы («, 3) соотношениями [9] 

b sin3
г= . . & О-6)

ch а | cos

дФ ch я — 1 <?Ф
f,=o dz Ь

в виде

= 0 0 < а <С у о
’° (1.8)

----- g(V — ч

= 0 0<«<оо (1.9)

дг |з=и Ь

можно переписать условия (1.5 

()Ф 
3

дф

где th —" = aib.
2

В тороидальной системе координат Ф (я, 3) удовлетворяет сле
дующему уравнению:

Л (-------\ + Д (------------------------ Д5------- . о (1.10)
да \ ch а ֊4* cos 3 da / \ ch а 1 cos / d3 /

Решение уравнения (1.10), ограниченные при а -0 и а > , ищем
в виде

Ф («, й = —V сЬ «֊!• со։ ? ([А (֊) с!» ?- ֊ В (т) ։|։ Р ,... (с1> ։) <Ь 
1 — V ։1

О
(1.П) 

где Р,_\ (сЬ я) функция Лежандра первого рода.

Удовлетворяя граничным условиям (1.9) и используя преобразо
вания Мелера-Фока, получим

Л(х)5Ь“т4-В(т)сЬя1 -0 (1.12)
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Исключая /?(“) из уравнений (1.11) и (1.12), найдем

Ф (1, 3) -^֊ I сЬ» + со։? ( А (֊) сЬ(~՜ Р , . ДсЬ ։)</- (1.13)
1 —V ,՛ сЬ« я

о

Удовлетворяя теперь граничным условиям (1.8), для определения 
функции А (л) получим следующие „парные“ интегральные уравнения:

- 1Ь ““ А (-) Р । ։ .. (с!1 а) И՜ 0 0 С « < а0

(1.14)

I А^)Р Чл(сЬа)<Л ./■{(-Ц՛ ’о а<°° 
л - 1' СП а 1
о

„Парные“ интегральные уравнения типа (1.14) рассматривались в ра
ботах [10—12]. Однако, уравнения (1.14) по своей структуре несколько 
отличаются от уравнений, рассмотренных в работах [10-12].

§ 2. Для решения уравнений (1.14) поступим следующим обра
зом. Имея в виду, что

. -■Г —— Р ixi.(chi)J: (2.1) 
/2(ch«+l) Jch-t 

о

а полагая А (')—} 2 g (<*■) ch к- th“'C(՜), приходим к уравнениям

։>e)[l + /V(--)]P ■ r-(cha)^=/։(a) 0<а<70

(2.2)
jC(-)th~P z. (cha)f/* /»(a) a0<a<oo 

(I

Здесь

Ш= /2g(~)f—■ ,..(ch7)^---------8-^֊-

(2.3)
ш л/e)=-4֊

<2ch4- chTC’
2

Решение парных уравнений (2.2) представим в виде

Gj (s) sin 'sc/s — '■ /7՛ (s) sin c/s — G’։ (a0) cos "«о -I- 
a
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-V G(s) cos 'sds H"(s) cos 'scls (2.4)
■’ «ft

где 
*

G\ (s) = I G (s) ds, G\ (s) G’ ($)

(2.5)
H(s) jW*

J J ’ ch a — ch s 
s

G(s) пока неизвестная функция. 
Тогда, учитывая значения интеграла 

fth-P , ,(cha)sin^s-J[2(ch$-cha)1 ' <°<аО) (2.6) 
J * ’ I О (0<s<a)

и пользуясь преобразованием Абеля, получим, что второе уравнение 
(2.2) удовлетворяется тождественно.

Пользуясь формулами

i d / । v j I [2 (ch a — ch s)| ‘ '* (0 < s < a)I ։ /- (ch a) cos -isds = (2.7)
1 0 (0<a<s)

и (2.4), для первого интеграла (2.2) найдем выражение
aw
C-C(t)[l I TV (Г) |Р , ,J(chz)^ 

0

— N(-.)P , ,.(cha)cosV<A -Ц' 4-
X J n J |/ ch a — ch s

о о

I — %— \ G(s) ds | Л/(") P_ i (ch a) cos '-sd~ — 

о о 
•*

H" (4) ds pV(?) (ch a) cos -sd- (2.8)

0 0

Из первого уравнения (2.2) я (2.8) получим интегральное уравнение 
Абеля

f -у"2 {G^ds \ N^P 'J pch«— chs J J а•О о 0
r.. (ch a) cos -zsd- -}-
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о

4֊ 1'2 {Ч^Р ։ (сЬ з) СО5’5<л (2.9)
«. о

Решая интегральное уравнение Абеля (2.9), для определения функции 
б'($) получим интегральное уравнение Фредгольма второго рода

6(։) [*(*, ։)С(х)</։ Й(։)

6
(2.10>

где

/С(5, -•)֊֊; (5 4֊ х)>? (5 ֊ :№
(2.Н)

зЬ(з - г) 2 зЬ(з г)2

я (о©) и / 5 \ 6\(з») 1 (5 • ’о)/2
~ <?$ \сЬ «,;2/ =■ 11 $Ь ($ 4- з0)/2

(2.12)
(5֊>о)/2 (5 4-^2 (з г)/2

зЬ ($ «о) 2 511 (з д)/2 8Ь($-г)/2 ]

При этом были использованы равенство

I 2 сое'$
<{ ' Р \ . (сЬ х) зЬ

Л I сЬз — сЬ з 
о

(2.13)

и значения интегралов

| Л; (") СО5 ~2 СОЗ "Зг/՜ - 2-1 (з 2)/2 ($ - г)/2
2г [ $Ь(з с) 2 »ьи- г)/2

Г /1(з)зЬз</з
I с1| « — сЬ ® 

V

(2.14)

г. сЬ з 2

Так как ядро интегрального уравнения |2.10) симметрично и четно
относительно своих аргументов и свободный член также четный, то, 
продолжая функцию 6(з) четно и интервале ( з(., 0), интегральное 
уравнение приведем к виду

£($) \ К։(1 х)С(х)^ + ‘Д($) (2.15)

где
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1 х/2
Г.- х11Х 2

(2.16)

Чтобы решить интегральное уравнение (2.15) методом последователь
ных приближений, докажем, что

(2.17)-

Следовательно, уравнение (2.15) можно решить мето-дом последова
тельных приближений, после чего нетрудно найти функции А (?) и В(*) 
посредством квадратуры, а следовательно, напряжения и перемещения 
в любой точке полупространства.

Решение интегрального уравнения (2.15) выражается через по
стоянную 6\ (яй), так как свободный член интегрального уравнения 
(2.12) содержит эту постоянную. Подставляя найденное решение в 
первое выражение (2.5) и принимая 5=а0, получим линейное урав
нение относительно 6’։ (?0), откуда и определяется эта постоянная.

Нормальное напряжение (г, 0) под штампом, выраженное через 
функцию С (г), имеет вид

сЬ « -г 1
Ь д?

(г. _2аы_сь^-. 
г.Ь (1 — >) 2

СС^Яо) 2 ։ . -14-сЬ«------ ------------ —— аге Ьт 1 -------------— 
т.2Ь (1 — ') Г сЬ л сЬ^о I сЬ * — сЬя0

26; Г 6(з) агс1 . / ' 1 -I- сЬ ?
(1 '*) ч V сЬ а — сЬ х $ 1՛ сЬ а сЬ 8 <7х 4՜

_ 26' Г___ Н" (*) |п Р сЬ в 1-г | "сЬ х ֊ сЬ г (
т.'Ь (1 — >) 4 Vх сЬ х — сЬ ։ 1 сЬ а -р 1

(аоО<«>)

При этом были использованы формула (2.7) и значения интеграла
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, ' Р 1 (сБ х) СО8 -$
—*-

/2
- ֊֊=—֊—-агс^| 
~ | сБ а - сБ $ |

сБ а — сБ $
14 сЬ «

I сБ &• ; 1 1-1 сЬ $ сЬ
" I сБ $ — сБ 7 I 2 сБ 7

2

(«<«)

(2-19)
(«<з)

I 2

Нормальное перемещение вне штампа выражается 
следующими формулами:

через функцию 6’։($)

"-(г, О)|3_о / V I сБ 2 -Г 1
= ?(«) ։-----------------

С։ ($) <7.$ 
зЬ $ — сБ х

(2.20)

“■(г, +
•*

2 /2
Б Г б'։ ($) . р сБ $-{-сБ а 4֊ । сБ 5 — 1 ,

| —7-— ■ 1П —----------- . -==------------а 5
I сБ я 4՜ сБ а । сБ » 4֊ 1

о

2г2_ ։Ь Л Г Н'М 1п ЬЬ * + * -г I ՛ сЬ£_А л (2.21) 
2 К сЬ 5 4՜ сЬ г сЬ а 4- 1

«*
(0 а -х )

Здесь использованы преобразования Абеля, формула (2.6) и значения 
интеграла

л 1Б тлР ։ (сБ а)
։-------------------------- а։п -$<1՜
J сБ г.-. 
о

—.... > 5 __ |„ >^£ + .сЬ » " I- сЬ -< ֊ 1 (2 22)
сБа4-сБ$ 1'сЬа4- 1

В частном случае, подставляя а = 0 (а0 - 0), получим задачу о 
давлении жесткого штампа с произвольным основанием, имеющего в 
плане форму круга, на упругое полупространство, рассмотренную н 
работах многих авторов. В этом случае 6’1(«о)=О и интегральное 
уравнение (2.15) отпадает, а неизвестная функция приравнивается 
свободному члену (2.12). Следовательно, решение этой задачи полу
чается и замкнутом виде и совпадает с решением Я. С. Уфлянда [9].

Если в этом частном случае положим и ^(?) о — сопя! (штамп 
с плоским основанием), то будем иметь
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His) С(-.)=0

G'(s) =----- -  у-
» as

4(9
ch "t

Ф(О) 7^jarctg) / ch а • cos I'
1 cos /

(2.23)

=- (г, 0)
2GS , .о---------------ch 7 2

Z6(l֊7)

и: (г, 0) arctgsh?. 2, Р — 4 '1-- 

t. e. решение, полученное ранее Я. С. Уфляндом [9].
§ 3. В качестве примера рассмотрим задачу вдавливания жест

кого кольцевого штампа с плоским основанием в упругое полупро
странство. В этом случае gi^) = '>T const,/Да) 0, и формула (2.5) 
дает Нis) — 0.

Следовательно, в свободном члене (2.12) интегрального уравне
ния (2.10) последний член исчезает. Решения интегрального уравнения 
(2.10) в этом случае ищем н виде

G(s)6 ЛсЬ$ B/ch-s С(1 - sh=s)/ch3s (3.1)

где А, В, С—постоянные, значения которых при различных отноше
ниях г - а/Ь приведены в табл. 1.

Таблица /

0.25 0.5 0.75

А 0.0108 -0.0333 0.0738
В 0.0012 0.0552 0.3941
С -0.0866 0.1321 0.1758

Относитсль-
паи погреш-

ноет։. 0.11 % 0.31 % 0.55 - 0

При замене решения интегрального уравнения (2.10) функцией 
(3.1), как видно из табл. 1, максимальная погрешность не превышает 
0.6 %.

Из (2.5) имеем

G’j(s).o ?lshs В ths 4 С ths, ch s (3.2)

Далее из (2.18), (2.20) и (2.21) находим

з=(г, 0) 2б>:
-6(1—v)
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Л$Ь а0 -гВ1Ь «0-;С«0/ сЬ 
” рсЬ а—сИ а0

1 4- сЬ а 
с!1 а — сЬ а0

1 ГЛ сЬ 5 — В с!гх С (1 — бЬ* х)/сЬ3 5 . /г 1 сЬа
. ] (/ сИа-ейГ՜ аГС‘Х I "сЬ՜®... сЬ։ (3'3)

О
(ао<х<ос)

и, (г, 0).-о = 1 — а ' 1 I V сЬа(, —сЬа (2А ------ —------V}-
~ I \ с!) ясИ а0 /

+ 17===-агс18 1/ -У11*11 с1,? (2В ! ?- 
V сЬ« Г сЬ а \ сЬ

(О < а < а0) 

2 / а
иг (г> 0)/о = — ' агс1^хк------

, V 2 яЬ — С 5 4- В5 •- С1Ь х/сЬ X 
« 2 ,1 и сЬх г сЬа

о

. | сЬ 5 сИ я - I сЬ 5 11П ---------

(3.4)

(3.5)
I'՜ сЬ я 4՜ 1

(О •< а < оо)

Сила, вдавливающая штамп в упругое полупространство, определяется 
формулой

Ь V
Р = 2“ СЗе (г, 0) гИг = ֊ 2п6-' °Ы1 «</<>• (3 6)

3 3 (сЬя4֊1)*’
й г.

Некоторые значения напряжения з. (г, 0) и перемещения и-1г, 0), 
вычисленные по формулам (3.3) (3.5) для различных точек границы

(г, 0) к
Таблица 2

Е 

г 0.25 0.5 0.75

(7а-֊6)/8 1.2515 0.9841 0.8643
(Зп-֊6)/4 0.8757 0.7563 0.7523

(5и 36) 8 0.7219 0.6744 0.7330
(а г 6)/2 0.6491 0.6494 0.7575

(За 56)/8 0.6302 0.6667 0.8250
(а •-••36) ;4 0.6615 0.7413 0.9650
(«476)/8 0.8224 0.9661 1.3052
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полупространства в зависимости от =. приведены в табл. 2 и 3. В 
этих таблицах напряжения з»(г. 0) приведены в долях Х’=Со/6(1- ՝/), 
а перемещения и։{г, 0) — в долях

[г, 0)/4
Таблица 3

1
г 0.25 0.5 0.75

0 0 %89 0.9397 0.8628
л/8 0.9690 0.9405 0.8637
а/4 0.96% 0.9429 0.8665

Зв/8 0.9704 0.9468 0.8721
а>2 0.9716 0.9520 0.8814

5о/8 0.9732 0.9585 0.8958
Зсг/4 0.9750 0.9664 0.9170
1а,8 0.9772 0.9765 0.9470

<1 1.0000 1.0000 1.0000
Ь 1.0000 1 .0000 1.0000

(а 8Ь)8 0.8428 0.7795 0.7263
0.7805 0.6957 0.6277

(3« 86). 8? 0.7344 0.6359 0.5600
(а-26),2 0.6969 0.5888 0.5084

(5а-86) 8 0.6651 0.5462 0.4670

Для наглядного представления 
напряжении а.- (г, 0) под штампом и

закона распределения нормальных 
нормальных перемещений нг(г, 0)

пне штампа на фиг. 2 и 3 приведены эпюры этих напряжений к пере
мещений.
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Далее но формуле (3.6) находим связь между глубиной вдавли
вания штампа '> и величиной силы Р, приложенной к штампу.

Фиг. 3.

Для рассмотренных частных случаев эта связь имеет вид

(1 >)Р 4.0000 Сбо 5 = 0

(1 — 7) Р 3.8818 Сбо £ = 0.25

(1֊ ^Р = 3.1870 вЬ'. £ 0.5

(1 7)Р«2.1627 6’6'1 : 0.75

Институт математики и механики
АН Армянской ССР Поступила 7 VI 1967

II.. Հ. PUPMISUA.. >1.. II. ՏՈՆՈՅԱՆ

օղակային դրոշմի ճնշոիմր. ադաադական կիաատարաեոիթյան վրա

I), if <]ւ ո փ ո I մ

հերկա inչ[n ուա ան j>nt if >[ ի nun/>//</ nt fl Լ՝ կո չու ոխակալին ււրոչւ)ի Հնչման 
իրն դի ր ր ոյոաձդւոկան կի ո nt tn ար ոո) էՈ ի! ք ան վրա; 1-նք/ադ րրք in մ է, որ չւիումր 
դրոչւ!ի ե կի աո ուա րաձ ա ի1 քան ւ1իջհ, ր աէյ ակա րոմ Լ; Պ ւորքրոթ րււէք հէուքուր, 
րնդունէ[էոծ է նաև, որ կի աո ոէւորոո) tn [J րո՚էւ եէյրր՝ '/'"րո- ւարուո Լ
tnր ոէո>.ր[էն ա •քևրիր: ^նէ/իրր ււոծք1>ոծ Լ աորոխրո / 1րւ ո ր >[ին nt tn ակւոն ոիաոհ~ 
մ ու t> Լա ni.il ր ն և րկա jniրրք ոո) է րաո ii'tiifin քին ւիւո^ւ կւյի ւո՚հ !, ր ի ^ւ'էւ ntlt էք ր ու լի

տևողով: Ւնուևւ[րքքէոն էյ ո րծ ակի րն I. րի որոչէուքր րերւքևլ Լ' րաո Լհ ւ! ա'հ ւ/րի 
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կ՛՛մ Ա[[երւէ /։Ьу/. ,րււււ>1 իրական ա ր i[ tt tif հն ա ի у 1ի til’ll կ/յ ի ան ե րի , •• цш [i[ д> ինւււե- 
‘Ա՚ս4 Հավասարա tfhb րի [ածմանը [/О— /.?[, <ր!Հսւր[2/ ինա!ււ[րաչ հաւք ասա֊ 
[tin Hiih/ifi լածա.ւ1[է րերվամ /, ‘հ [th քքհււ / if քւ երկրէէրղ սեսքւ ինա1.յ[րա[ հավա֊ 
սարման [ա.ծil in'llր; П աււնաւ[ււր t[հ и/րւո ւ! . ишшу^шЛ I; կէէ շւս ՞րջանաքին 
՚Ա՚"/մի ճնշման իւնւ[իրր աււաձպական կիиա աարած ա ի1(ա՛հ վրա' դիտարկ
ված ?ս՚ւււ Հեղինակների կօղեիր; Որւղես օրինակ, [Ш-Л ված Լ՝ կււշա օղակավւն 
',ւս[վ<1 ՚,11՚1վ,"վ '11"՝Լմքւ ՃՆշծ ա՛հ քսնղիրր ши աձդւոկան կիււաաարածաթ[ան 
վրա: է՝ հրված Լ ի!վա քին որին ակ)

А. H. BABLOYAN. V. Տ. TONOYAN

THE PRESSING OF AN ANNULAR PUNCH IN ELASTIC 
SEMI-SPACE

S u m in ary

The subject of the present paper is the solution of an axially 
symmetric problem of an annular punch. We consider the problem for 
which the entire smooth base surface of the punch adheres to the 
semi-space; we neglect the influence of shear stresses. The problem is 
solved in the toroidal system of coordinates. Here, the problem can 
be reduced to dual integral equations with Legendre functions of real 
arguments with complex index.

The solution of this dual integral equations after some evaluations 
can be reduced to a single Fredholm integral equation of the second 
kind. For example, we consider an annular flat-ended punch which 
penetrates the clastic semi-space to a depth ’> below the level of the 
undisturbed boundary. The numerical examples are given for three 
cases: a'.b — 0.25, 0.5, 0.75.
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