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ИЗГИБ ВОЛОКНА

Е. П. Поповым [1, '2, 3] создан общий эффективный метод ре­
шения широкого класса нелинейных задач статики тонкого стержня. 
Им рассмотрены большие перемещения изгиба гибкого стержня под 
действием различных нагрузок. Решение нескольких частных задач 
приводится в работе [4|.

В настоящей работе на основе решения задачи поперечного из­
гиба и растяжения гибкого элемента бесконечной длины дается спо­
соб получения приближенных значений элементов изгиба волокна ко­
нечной длины, не содержащих, в отличие от результатов других ре­
шенных задач, эллиптических интегралов.

Используя указанные выражения элементов изгиба, можно уста­
новить количественные характеристики усталостной прочности я гиб­
кости волокна, а также определить моменты инерции некруглых во­
локон и пить сложной структуры.

1. Уравнение упругой линии подокна. Рассмотрим одиночное 
волокно с заданным поперечным сечением, одни конец которого за­
креплен в зажимах с закругленными кромками радиуса г (фиг. 1). На 
другом бесконечно удаленном конце статически приложена нагрузка /<

Линия действия силы Р в процессе изгиба остается параллельной 
своему первоначальному направлению и составляет угол я с зажимной 
плоскостью.
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Важной особенностью здесь является наличие больших упругих 
перемещений при малой деформации и работе материала волокна в 
пределах пропорциональности.

Следует отметить, что минеральные (стекловолокна), некоторые 
жесткие органические и синтетические волокна (лен, рами, хлопок, 
саран, фортизан и другие) практически вплоть до разрушения обла­
дают упругой деформацией и линейной связью между напряжением и 
деформацией [5, 6|.

В силу изложенного, ограничивая значение угла а интервалом

2’
устраняем вероятность возникновения нескольких форм

равновесия волокна под действием ограниченной нагрузки Р.
Полагая, что на фиг. 1 изображена равновесная форма оси во­

локна, для величины изгибающего момента будем иметь

М = РЬ — Р (у сое « — х з։п в т //) (1.1)
где Л — плечо внешней силы, а Н — пока неизвестная постоянная.

Расположив координатные оси, как показано на фиг. 1, получим 
следующие эквивалентные дифференциальные уравнения упругой линии
волокна:

х з'ш а I II) = О (1.2)

г/2'- Р
-;֊ ֊ ~77 81П °-О<а 0’3)

Если предположить, что R > ('пип> 7» го граничные
поставленной задачи будут

9 — а, М = О

$ 7 Я, ? - 7» I* = R 51п ь у R (1 ֊ соэ 7), Р 

условия

(1.4)

(1.5)
где ЛУ — изгибная жесткость волокна,

9—угол поворота сечения волокна,
5 - длина дуги упругой линии, измеряемая от начала координат, 
Р — радиус кривизны изогнутой оси волокна,
7 — угол обхвата волокном неподвижной цилиндрической поверх­

ности зажима,
R — радиус кривизны волокна на этом участке.
Очевидно, условие (1.4) точно выполняется только в случае бес­

конечно длинного волокна.
Первым интегралом уравнения (1.3) будет

л & Р
р 

где С, — постоянная интегрирования, = •
Ы

Учитывая (1.4) и (1.6), находим 
С1 ֊ 2/ ?

(1.6)

(1.7)
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<7ф о. . 1 . м
ds 2 EJ

_____ cos о <7q>_____ _ sin ? <7?
P C։ — 2>.։ cos (a — cs)’ j/ Cy — 2X2 cos (a — <?)

(1.8)

(1.9)

При этом для всех действительных значений С։ в интервале 0<Х’։>2>-2 
из (1.9) получим

у cos ? л՛ sin a 4- С- — У Су 2>5cos (а— р) (1.10)
X-

Отсюда же, учитывая (1.5) и (1.7), для значений постоянной интегри­
рования С. находим

2 a
С? — R [cos (я — y) cos a] 4—- sin —

X 2

Для значений угла охвата •; из (1.5) и (1.8) имеем

7 = з — 2arcsin—-— (1.11)
2X7?

Внеся (1.7) в (U0) и сопоставляя (1.1) и (1.8), получаем

/7= С.

sin ֊5-(а- р) = {у cos з — л* sin a — Н) -֊-Л (1.12)

Отсюда, в силу (1.6) и (1.8). для интервала f ՛? 
пому соотношению

а приходим к ва ж

- = л=Л

выражающему геометрическую особенность упругой 
именно: величина кривизны в любой точке упругой

линии волокна, а
линии пропорцио-

нальна расстоянию этой точки от линии действия внешней силы и 
нотонпо возрастает в интервале от R до со ((риг. 1). Кроме того, 
ния действия внешней силы является асимптотой упругой линии 
локна бесконечной длины, независимо от способа его закрепления.

мо­
ли-
во-

Исходя из (1.4), (1.7), (1.9) и (1.12), получим решение нелиней­
ного уравнения (1.2) в следующем виде:

2 I 1
у — R (1— cos y) -| sin — (з-f-f) 

л I 2

4 sin a In j tg ։ (я 

гДе

7)tg՜-—(1 — Kl h2) '■ ՛ sin a p 1
4

(1.13)

I 4 cos a

w --- ( II COS 7- A* sin :< ֊7----------\-‘2R sin2 --
2 V 2

Учитывая (1.4) и (1.5), из (1.8) находим решение нелинейного 
уравнения (1.3)
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7 4arc tg e'"’* Ч֊(> 1)
4

(1.14)

Это соотношение показывает, что рассматриваемый елуча; изгиба гиб­
кого элемента эквивалентен переходной форме равновесия но терми­
нологии Е. П. Попова.

Внеся (1.14) в (1.6), получим натуральное уравнение оси волокна

? tg՝;) е ՝ <1л5>
4/ 4 4

Выражения нормальной и поперечной сил изгибаемого волокна бу­
дут (фиг. 2)

.'V — Pcos (7 — у), Q Р sin (а ■?) (1.16)

При помощи соотношений (.1.1*2), (1.14), (1.15) и (1.16) асе эле-

менты изгиба волокна можно иыразить как через координаты упругой 
линии волокна, так и через длины дуги последнего,

2. Частные случаи. При исследовании механических свойств 
одиночных волокон их часто закрепляют в зажимах с прямоугольными 
кромками. Даже в случае прямоугольных кромок зажима их следует 
считать закругленными некоторым радиусом, ибо во всех случаях 

физическое ребро прямого двугранного угла представится некоторой 
неровной поверхностью в окрестности ребра с некоторым средним ра­
диусом кривизны г (фиг. 3). При этом, если
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г-----֊֊Я<?в1|„ (2.1)

то для опасного сечения изгибаемого волокна 
О (2.2)

т. е. не имеет места охват (наматывание) волокном закругленной кромки 
зажима. Для этого случая выражения элементов изгиба через декар­
товы координаты будут

М 2| Р/;./sin — P(A‘sin x it/cosx)
2

9 = я 2 arc sin I - (y cos у x sin x) — sin -

1 I . , 3 .. 7 | У , . . \ t 4у ֊ 4 sin — cos՜5 In tg — sin — arc sin u) — In —----------
/ I 4 4 4 1 — I 14֊ u- |

u cos у - x sin x (2.3)

2 (y cos a — x sin x) 4- sin —

(y cos x xsinx) —Q - 2P

Важным случаем изгиба волокна является тот случай, когда внеш­
няя сила (сила тяжести) составляет с начальной прямолинейной осью 
угол

а — — 
2

При этом выражения элементов изгиба в зависимости от параметра 
декартовых координат и дуги $ будут

Л^=2 | РЕ/ sin (4 - 4), х= 14֊| 1-1Teos (у + 4) | (24)

»=֊ 12 +In (1'2 1)
Л

/V Р si п ?, Q — Р cos z

М -- I 2PEJ— х, ------и 2 arc sin —- f 1 — л՛ j
122 I 2\ I 2 /

—j In ( ) 2 — 1) — cos —^7= (2— f.v) — 
/ 2 ) 2|2 (2.5)

2)2- | 8-(2->.л-)2
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Л’=Р[1 ֊0 2 ֊ /х)֊], (?-/>() 2 /х)| 1 -!-()/“2

4(1 2֊у г£/е՜' 
1 • (3 2| 2) е

4агс1<г[(| 2

(2.5)

1) ^-'1

2 I 2 
Л- =----------- 10 —7 у 2 4(3֊ 2 1 2)е -(2 | _2 . 

' 2(2֊] ”2) (3—2 | 2 -гс-՜ )

(2 — 1 2)(е’“ 1)
/.(3-2|2|-еи)

(2.6>

м = зр (---------------~-----------------------------------Цт-—г — —!
1|1- (3 2| 2 ) е '7 1 (3 21 2 .- ■ 8 1

0 = 8£|2 -НЗ-К/Ь-ЧО 2 -1)е"՛ 
|14֊(3֊2|/2) е-^]2

Следует отмстить, что абсцисса конца бесконечно длинного гиб­
кого элемента, разница его длины и ординаты конца, согласно (2.5) и 
(2.6), получат конечные значения

*՛ - уг^՜՝(՝’ ■ ■*>֊ - • <2 - > '2՜) |/
При этом у). = 1 -ь / 2՜

3. Изгиб волокна конечной длины. Рассмотрим одиночное во­
локно длины /, один конец которого консольно заделан в зажимах с 
прямоугольными кромками ((риг. 4). На другом конце статически при­

ложена нагрузка Р, п процессе изгиба сохраняющая свое первоначаль­
ное направление.

11ри этом очевидно 0, а граничными условиями задачи будут

5 = I, ? = Л/ = 0 (3.1)

(3-2)
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где угол наклона касательной конечной точки упругой линии во­
локна к оси л' (фиг. 4).

Дифференциальным уравнением упругой линии волокна опять бу­
дет уравнение (1.3). Очевидно, при небольшой длине гибкого элемента 

Из (3.1) и (1.6) имеем

С։ ■* 2>-2 cos (а — ?х)

Внеся теперь найденное значение С\ в (1.6), получим

ds = ; ֊, (3.3)
| 2 >. | cos (а ֊ tj) cos (* — ф)

Введя в (3.3) новую переменную

3 = arc sin I < 1 I cos (J ■ ?)
I l-г cos (7 — ?j)

и проинтегрировав в интервалах

$ 0, 6
2

s — 0, ? = y0 arc sin
cos-2

1 / \ 
cos (a ©x)

найдем

2

- k* sin'* 7 = Л'(*)-А’Ц. %)

где к cos(я —А'<1

К (к) и F (к, у0) полный и неполный эллиптические интегралы 
первого рода.

Из системы полученных трансцендентных уравнений.

/ я \
1

Х/=А(А)— F (к, к cos 2 (я — % = arc sin (3.4)

принципиально можно определить к, % и ?։. Тогда для величины из­
гибающего момента будем иметь

М = Y2PEJ [cos (« — 005(7—7)], 0

Из соотношения (3.3) находим

S =
1fz
> J у 1 - k? sin3 у

֊ F (к, >) 
к

Остальные элементы изгиба также выражаются через эллиптиче­
ские интегралы, которые мы здесь не приводим.
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В частном случае. когда у — —, система уравнений (3.4) прими֊

мает вид

>7 - К (к)

Такой результат приводится в работе [2].
Для установления влияния длины гибкого элемента и величины 

внешней нагрузки на значение угла -1։ вычисляется значение этого 

угла для различных длин изгибаемого элемента и силы Р при л —

качестве примера рассматривается алюмоборосиликатное стекловолок­

но |7{ с диаметром < — 0.01 .н.п, пределом прочности з., = 170 — и 
ЛОИ՛՜'

-» КIмодулем упругости £'= 7200
маг

Если за величину внешних сил принимать некоторую часть разру­
шающей нагрузки

Л = Л;500 - 0.269-10-' К1. Р, Л : 50 = 2.694 • 10 кг,

Р3= /■>,: 5 — 26.940-10՜ кг.

то параметр / соответственно получит значения

0.881 —, 2.786 -1- . 8.810 — •
лмг льи .ил:

Исходя из сиг гемы трансцендентных уравнений (3.5), при помо­
щи таблиц эллиптических интегралов подбором определяются числен­
ные значения при различных значениях 1 и Р.

Результаты проделанных расчетов прсдсгавлены и таблице.
Из таблицы следует, что с возрастанием как длины гибкого эле­

мента, так п величины внешней силы значение угла -։ быстро прибли­
жается к величине ?.

Одновременно известно, что гибкие элементы — это стержни, раз­
меры поперечных сечений которых весьма малы по сравнению с дли­
ной. Следовательно, и силу вышеизложенного, в случае больших пере­
мещений гибких элементов практически будет иметь место равенство

(3.6)
При этом, если допустить погрешность

’-Д1 100 5°0 
а

то соответствующе^ значение безразмерного коэффициента будет ог­
раничиваться числом

/7 3.744 (3.7)
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0.01 з — 
2

/ аг>.1ии.а

л/ '
?1

* --  •!
----- 100

3

; ;• «5Ю

200 4 1.762 58 23' 40՜ 35.12
400 г 3 5М 84 21 10‘ 6.27
500 4 4 405 87 40 48։ 2.58
80ОЛ 7 048 89 50 02' 0.18

10004 8.810 89 59՜ 12' 0.02

/»,«50

50 1.393 47’ 23 20’ 47 25
1006 2.786 78 32 28՜ 12 73
200 6 5.572 89' 13' 49’ 0.83

1*1 Р.*5

507. 4 405 87 40' 48 2.53
100 8.810 $9 59' 12 0.02

Следовательно, если приближенное равенство (3.6) считать практиче­
ским условием больших упругих деформ пий гибкого элемента, то не­
равенство (3.7) или, что то же самое, неравенство

£_ X 3.744 
Г/

служат предельной количественной характеристикой сильного упругого 
изгиба для рассматриваемого случая плоского изгиба гибкого элемента.

Отсюда приходим к важном՝ заключению, что • лучае сильного 
упругого изгиба не только элементарного волокна, но и, других гибких 
элементов, при практн <ескнх инженерных расчетах можно пользоваться 
полученными аналитическими соотношениями, элемент >в изгиба 11.13), 
(1.14), (1.15), (1.161, .՛. также (2.3), (2.4), (2.5) и (2.6), явно зависящи­
ми от параметров гибкого элемента и внешней силы.
Институт математики ։։ мшнижи

ЛИ АрмССР П ступила 28 ХП Г»66
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R-. 8. ԱՌՈ₽6Լ8ԱՆ

1րԱՆ(’ԱԹ1յԼհ VlI-flMH!

IL մ փ ո փ ո < մ

Լուծված Է Էյեմ ենէոար մ անրաթեյի' որպես մ ի ծայրով ամ րւսկցված ճկուն 
էլեմենտի, ծռման л; գծային խնդիրր:

Խնդրի յոլծման րնթ ա էք բում հայտնաբերված են մ էոնբաթ եքի առաձգական 
tt ծ ft ե ր I, ր աչ ափա կ ա ն ա ti անձնա հ սւ տ կ ո ւ թ / tt t ն ն ե ր .-

Ա տարված ծռման բոլոր Լքեմ ենսւնե րի ան ա t ի օր ի կ բանաձևերս տրտու- 
Հայտված են դեկարա յան կոորդինատներով, մանրաթելի առաձգական գծի 
ուղեղով և այլ պարամետրերով՝ նրա մի ծայրի ցանկացած ուիպի ամ րակցմ ան 
էքռո/ րում t

եէչ միայն մ անրաթելի, այլ նան ուրիշ ճկուն Լլեմ ենտների պրակտիկ ին­
ժեներական Հաշվարկներ կատարեքիս, երր նրանք ենթ արկէք ում են Ուժեղ աոաձ֊ 
դու կան ծռման, կարելի Լ օգտվեք Հիշ1սէք բանաձևերից։ վնդորում, վերջիններս 
բացահայտ կերպով կախված են' ինչպես ճկուն էլեմենտի պարամետրերից, 
այնպես Լ/ արտաքին ուժի մ եծութ յունից:

Т. Т. ARAKELIAN

BENDING ОГ FIBRE

S u m гп a г у

In this paper the non-linear problem of the bending of an elemen­
tary long fibre with one clamped end is considered.

The obtained expressions for the magnitudes in question depend 
on the geometrical parameters of the fibre, the elastic properties of 
the material and the value of applied external force.
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