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А. М. ГАС'ПАРЯ! I, С. М. ИСЛАКЛН, Л- А. ОГАНЕСЯН

О ПАДЕНИИ ШАРИКА ПО ОСИ ВЕРТИКАЛЬНОЙ ТРУБЫ. 
ЗАПОЛНЕННОЙ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТЬЮ

§ 1. Введение

Работа посвящена опред лению влияния цилиндрических стен, 
ограничивающих область падения шарика, на скорость его падения и 
выяснению механизма этого влияния. С этой целью рассмотрено уста­
новившееся падение шарик.՝ ю зси ь ‘ртикальпой трубы, заполненной 
вязкой жидкостью, когда плотность шарика больше плотности жидко­
сти, а число Рейнольдса, отнесенное к радиусу шарика, меньше 0.5.

В аналогичных условиях свободное падение шарика исследовано, 
как известно, Стоксом ՛.՛ Одеоном [1]. Рассматриваемой задаче посвя­
щены работ։: Ладенбурга, Фахсен . Вакия, Аппеля, Кавагути, Абер- 
мана и др. [2 5]. В этик работах гем или иным приближением оп­
ределено сопротивление падению шарика. Как правило, все эти реше­
ния негодны при ° 1. Результаты вычислений разных авторов при

• 1 расходятся также между собой (табл. 1). С еще большими 
R
трудностями связ..но вы’.ислс- поля скоростей.

Для уточнения упомянутых решений и построения эпюр скоростей 
в области между шаром и . енками цилиндра и выполнена настоящая 
работа.

§ 2. Постановка задачи

Для решения поставленной задачи здесь рассмотрено обтекание 
шарика вязкой жидкость»-, з.п.йлняюцк й цилиндрическую трубу, кото­
рая двигается 1 месте с ж/.д.-: и .֊>ю снизу вверх с постоянной скоростью 
I.՛... Следовательно, относи тельная скорость шарика равна и на­
правлен;; сверху вниз.

В условиях динами*  некого равновесия девствующих на шарик сил 
движение является установившимся.

Решение задачи приведено к определению линий тока я области 
между шариком и стенками цилиндра.

Учтя доказательство Озеена о справедливости урййнсний Стокса 
для случая, когда жидкость не во гт- три стороны распространяется 
бесконечно[6], задача решен с помощью линеаризированных уравнений 
Стокса без инерционных членов.
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Функция тока для этой задачи удовлетворяет уравнению

О- 1 о О-
6' Z

(I)О

к цилиндрических координатах или уравнению

I <>: sin 'i о ՝ 1 г/

I (7г- г (Л sin б t/>
(Г)О

в сферических координатах (фиг. 1), ирич

/(/ cos՛--. rsinf->) ’I (г. rJ).

Граничные условия для у и ’I таковы:

С помощью найденных значений функции 
'• можно определить сопротивление при паде­
нии шарика.

Задачу будем решать альтернирующим 
методом [7].

В качестве нулевого приближения возь-
мем функцию тока Стоксова обтекания шара [1|, .. е.

,|v--Cusin-'^p1 ^°г 1 
X z /

՝< удовлетворяет граничным условиям на шаре (4), но не удов­
летворяет граничным условиям на цилиндре (2). I 1айдем -։ такое, что­
бы $) ■ >1 (г cos 7, г sin 7) удовлетворяло граничным условиям (2) 
на цилиндре и % было бы решением уравнения (I) в цилиндре. Затем 
найдем такое ‘Г,(г, Г|), чтобы y,(rcos7, г sin 6) 'Г. (г, 7| удовлетво­
ряло условиям (4) на шаре, а ՝Г (/•, G) было бы решением уравнения (1) , 
дающим скорости, ^атукающие на бесконечности. Определяя далее 
последовательно и '1 , так, чтобы I / .,՛ 'Г, | удовлетворяло бы
условиям (4) на шаре, а (՛։ .„ j. J условиям на цилиндре, получим 
соо ।чютстпующий ряд
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■/ vr_ (r, f;) ։{rcosO, rsinS)],
t .11

являющийся функцией ока исходной задачи.
Доказательство сходимости процесса последов»тельных прибли­

жений проводится методом >ртог-»налипого проектирования.
Рассматривается класс л гладких, финитных функций, заданных 

в области {՛ >■ 0. Гильбертово пространство получается замыканием 
этого класса в норме, определяемой скалярным произведением

[?.-я i И1’ ՜՜ '- J ■ - ՝ ? -■ ■ к-
• •

Эта билинейная форма связана с основным уравнением задачи.
Интегрированиями по частям легко установить ее знакоопреде­

ленность. Далее приводятся рассуждения, аналогичные приведенным 
к диссертации К. Калика [8|.

Таким образом, устии.'*;:  лишаете я слабая сходимость процесса по­
следовательных приближений •: удом де том Гилнбертоном пространстве.

§ 3. Четные приближения

Как уже отмечалось, :етные приближения должны удовлетворять 
уравнению (1)', a Ь?1. Jrcos^, г sin 5) Т , [г. Ч] условиям (4).

Будем искать решение этой задачи в виде

-г (5) sin*՛ О P՝r (cos 61,
где

т. е. удовлетворяет уравнению

Здесь Р, — производная полинома Лежандра по аргументу.
Для R., I /-I получается уравнение Эйлера, из которого следует, что

Л, (г) ; -4 + В\. 
гп֊Ч

АГ1 и Вп находятся из граничны: услоний
«•
( (аФР , a cos r>) sin ’ В. (cos

Аа В. _____________________________________
ап а,1~-

I sin'C’IP, (cos 5)j-f/0
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։ - J (Uain , Ц COS 5) sin Р. (cos М c!~J
I _ tn 2) B,, \ _________

an 1 a՛'՛ ։ ) Л
\ sin'! OJPJcos 0)j- drJ

§ 4. Нечетные приближения

Отменялось, что нечетные приближения Д., удовлетноряют урав­
нению (I), а

। С*.  ■?) - ՝1'^ 1 ]Л'՜ , arc 1g у I

удовлетворяет условиям (2) > удовлетворяет условиям (3).
Решим задачу преобразованием Фурь -. Функцию ։ будем ис­

кать в виде

2 ‘
?> г) “ | Сэ ;('» ?■) COS л £<//., (5)

|| 

тогда Г,։: t(', будет удовлетворять уравнению

. - / d I d Д . .i ii дальнейшем (;<-------- / ) пудем о։х>значать через Л
1 \ d'.> d'>
и граничным условиям

А.; :()»,

-и;., а..... . (7)
где

.4j- :(.՛) ’• 'д.,0 у՜ z , arc Jg jcds /iJx,

(S)

В:֊ ПО ‘I’j.r ( I ■/■ z՛ . arc tg — j cob-։zdz.

Численное решение (6) может быть осуществлено конечно-раз­
ное т п ։>։ м и мет о дам и.

Заменив у- через л и обпзк.чкв F_, t( I л՛, ') через у.., {х, ՛ >, 
запишем уравнен^ для з виде

j d'V>r. 1 
4х“йг
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где
I »>..-4« -'Ч. г <’>

Заменим это уравнение соответствующей конечно-разностной сис­
темой 
4 х 2 • 4 х 4 д՛
—։(Х/ ) » I • .՛ ( ։ .1 1 I/. h l. < 10)
Л fp h п~

2• 4«с 4 V
-7Г</> ։U.J .. Уи |(tj -~У:. Нл‘/-1> = 
/г /г /г

։<•<.) ' У:п ։(*Л

Особенностью системы является вырождение уравнений (9) при 
х = 0.

Необходимо суметь поставить граничные условия в некоторой 
точке Х4>0.

Имеем:
АГ,Ч , = С.я ։(')/? A U '?) ֊ Е>*  - ։ I• ) fy >* ։ (/

Приняв но внимание первое условие из (3), получим, что | = 
= 0 и

hh'. . 1 
։—I 

где 

а----------------------,
IcHk-

Решая последнее уравнение н рядах, получим

Л, vo^ С , 
а-j *»5

где D.^ । и С , , - пока произвольные функции >, а

Обозначин

, _ a»-i ՛
2 4(2 4՛ 2)՜*

ям՛'՝ /Ил),
։• ’

V /. ։ t. (,• ։ ։

получим
у (х) /Л„ . ։ /И.г) • С <. : ç (л ).
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Дифференцируя р грн раза и исключая из днух последних про­
изводных /Лл I и С-.'п । (при л- ,г0) с помощью выражения для у (л*1  
и у (л՛) получаем:

у'М у'М .аМ, (И)
РЧ ~ЧР ру ур I., .V,

" .•/ Ч ! > Н
", \ РЧ ЧР • 1 \ Р Ч Р Ч ! \

РЧ ЧР ‘-А РЧ - ЧР «-՛

г. е. связь между у и ее производными (а тем самым между v, v и 
у, у') при л х0.

Условия (И) совместно с условием (7) достаточны для опреде­
ления F2fl ։ (>, /).

$ 5. Определение силы лобового сопротивления

11ри определении сопротивления принимаем во внимание формулу 
Остро։ радскогс»

( ( *)  /<••. с°8 (л, у) — р..си$(л, г))г/5

. ,՛ ՝ Оу <П ՝
' V

Взяв в качестве поверхности сумму поверхностей шара и цилин­
дра и принимая но внимание, что для р, являющегося тензором напря­
жения, подынтегральное выражение в тройном интеграле равно пулю, 
получаем, что сила сопротивления шарику

| [р cos (г, х) — p„.cos (Г, у) Pvcos(r, ֊

( l/<rCO-s ("• vl -Ь Р, COS (п, у} — р.. COS (fl.

Для цилиндра cos (и, г) 0, а

р ,cos(n, Л-) cos(n. у) (ft
Р: - ՝>

Так как на стенке цилиндра г» О,

0V: ". dv- У 1 О} o-j
? Т—-----Г

(fz <Р> ? d. <Jz‘

Последнее выражение вычисляется просто, так как



О падении шарика в трубе с ՛ я пи.՝.։ О

|л и-; \ 1—4-) I V.,, ։(/, :.)соь.г<л, (12)
ду о г՝ ' “

а
I о 1 0’1' О:,Г.

\ Фу у Оу 02-
К I

где у,։ и определены и § 3. 
Окончательно сила сопротивления

+ •*

* Вычислительный у,с»пр Ленинградского филиала ми тем.,гирьck.hi» институт» 
им. Стеклопа.

1г 2г/е’1 (’ ^ г. 
ф- к 

(13)

§ 6. Численная реализация решения

Решение задачи производилось па электронной счетной машине 
БЭСМ II ВЦЛОМИ при А’ 1 и разных а 0,5.

Опишем здесь опыт счета при и 0,5.
Четные приближения находились гак, как это описано и § 3. Чис­

ло членен ряда бралось до 16. Интегрирование производил ось :о •|юр- 
муле Гаусса с 20 ординатами.

Конечно-разностная система для определения нечетных прибли­
жений решалась методом՜ прогонки.

При вычислении интегралов и выражениях Л ՛,, । ) и В::1 |(/ ) ин­
тервал по г от г О до 2 32 разбивался на 8 равных частей, и
в каждом из интервалов брались до 20 точек ио Гауссу.

Для контроля производились вычисления по формуле Филона. 
Результаты оказывались близкими.

Интегралы (5) и (12) вычислялись также по формуле Гаусса и 
по формуле Филона.

Интервал по / брался 0 < би для контроля 0 / 10.
Для достижения 2" ,-иои точности по > понадобилось проведение 

25 итераций в Случае и 0,5. Для а 0,1 число необходимых ите­
раций сократилось до четырех.

$ 7. Результаты вычисления

Эпюры продольных скоростей при п — 0,5 начерчены на (риг. 2 
с правой стороны для 2 0,1, 0,5, 0,9. Как видно, они знакопере­
менны и подтверждают предварительные качественные представле­
ния [8].

Эпюра сопротивления, оказываемого цилиндром вместе со средой 
движению шарика, начерчена с левой стороны того же рисунка. За­
метно очень быстрое затухание .этого влияния с увеличением г.



10 A. M. Гаспарян. С. М, Исаака։։, Л. А. Оганесян

Относительное сопротивление IV при а -0,1, 0,3, 0,5, пред­
ставляющее площадь это։։ эпюры, умноженную на 2«(/? 1) и делен­
ную па сопротивление по Стоксу, приведено в строке 7 таблицы 1.

Значения этих IV меньше таковых, полученных Факсеном при
Re 0,5, но больше, чем по

Фиг. 3

последнему решению Аппеля (5-я строка).
Для контроля нами были постав­

лены опыты в трубках с диаметром 
0,5 с л.։ со стальными шариками г/ — 0,1, 
0,15, 0,20. 0,25 см. Шарики пускались 
it ciporo вертикальную прямолинейную 
трубу по оси с помощью электромагнита 
и засекалось время с помощью секундо­
мера на расстоянии 20 с.н, 100 см и 
150 слг, не считая нерабочую длину 
/ 10 см, ранную от 40 до 100 диамет­
рам шариков.

Замечалось отклонение шарика от 
оса трубки па больших расстояниях, чем 
тормозилось движение шарика (см. так­
же 1Ю]).
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7\г<?лиу<1 f

<> R

u .'и Авторы 0.1 0.2 0.3 0.5 0.7

1 Ладспбург (1907) 1.24 1.48 1.72 2.20 2.68
о Флксен (1921) । Re 0.1 1.215 1.47

| R с 0.5 1.67 7.0 —
3 А ши-ль и Байрон (1951) 1.25 1 63 2.22 —

4 Кавагути (1958) 1.198 1.425 1.733 2.66 4.18
5 Аппель (по Абсрмаяу) 1.201 1.495 1.935 3.99 18.27
6 Розенбаум (;)к. и грим.и т) 1.315 1.890 2.490 5.72
7 Авторы (теория) 1.26 1.60 1.94 4.25

/ 0,2 х * 1.580 2.100 4.45

H (эксперимент) 1.0 ,м 1.680 2.240 4.71 =•

/ 1.5 м 2.320 2.810 •1.17

Как показали опыты, данные которых приводятся в строке 8 
табл. 1, результаты, полученные на расстоянии 20 с.и, когда шарик 
еще оставался на оси трубки, соответствуют результатам изложенного 
выше теоретического решения. Полученные на длине 1,0 .и данные 
подходят к кривой Розенбаум [11]. а на длине 1,5 лг наши точки пере­
секают кривую Розенбаум, (см. фиг. 3).

Отметим, что 1Г из наших опытов определено через отношение 
скорости свободного падения ’.парика к скорости его падения ио оси 
трубы. Это вытекает из постоянства сопротивления данного шарика 
при установившемся падении, равного его весу.

Выводы

1. Сопротивление шарика н трубе, найденное интегрированием 
уравнений Стокса без инерционны?; членов для двухсвязной области 
между шаром и бесконечным цилиндром при граничных условиях (2), 
(3), (4), удовлетворительно сходится с нашими экспериментальными 
данными на коротком участке трубы (20 с.и). На более длинном участ­
ке при Экспериментах в стеклянной трубе было замечено отклонение 
шариков от оси трубы.

2. Построенные эпюры продольных скоростей по нрипеденному 
решению вполне подтверждают предварительные качественные пред- 
ставлевня [9].

Авторы выражают свою признательность К. И. (ришманонск.ой 
за программирующий, алгорифм решения задачи на машине БЭСМ 11.

Институт органяч1:С1ыГ։ химии
АН Армянской ССР Поступила 1-1 !Х 1965
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II.. If. Դ1111ՊԱՐ.ՀԱՆ, II. IT. 1՚11Ա:Ա1|Տ11.Ն. Լ. ճ. Ճ11՚Ա1ԼՆՆ1՚Ս:111Ն
։111.Աք||՚Ո1՚Կ ՀԵՂՈՒԿՈՎ ԼՑՎԱԾ ՈՒՂՂԱԾԻԴ ԱՈՂՈՎԱԿԻ ԱՌԱՆՑՔՈՎ ՚ւ-Ն'11'ԿՒ ԱՆԿՄԱՆ ՄԱՍԻՆ

II. tl փ ր։ փ ո ւ if

Աչիէաաանքի նպատակն Լ ուսումնասիրեք մածուցիկ հեղուկով լցված 
ուղղածիդ դլտնի աււանց։րով դնդիկի աաաէիոծ չւսրմման dամանակ տսա-
հւսցած '‘ի՛ք րէէդինաւ! իկական ւլտչար ե պարդեք դքւսնւսքին պատերի ա ղ դե քքէււ- 
թրււնր դնդիկի չարմ ման վրւսէ

Խնդիրր քերված է U inti րսի դծալին հւսվitiituipttt մների ին 111 ե դ րմ ան՝ 2 !, 
(•>>. I) սահմանս/քին պ ա լմ աննե ր ի դեպ put մ. սահմ տնւս ւի տկե քս վ նրա կիրա- 
!•։•• թ րււնր քամ ինտրա ի! լան աիրս,չթււվ (Re 0,5),

IIտհմւսնտ էին պս>/մ'ւսննե րր բավարարված են էսսւսիճանարւսր մսաեդման 
եղանակով j < 1, սրի ղտ դամ իաու իք քունն արւաեղ աւդսԼդսւքքվէսծ Լ:

1՝է'վա(ին հաչվս։ մներր կաատ րված են tf աթեմատիկակտն ինստիտուտի 
լենինղրադ լան րա<1 տնման րի հաշվողակտն կենտրսնամ դնդիկի հ դլանի չա~ 
սւսվիդների 0,1 ().’> 'հարարհրութլունների -սոմար:

Ill Ո դօվ տկի պատերի պատճառով դնդիկի • տ pd՛մ ան դ իմ ադ ր ա թ րսն մե֊ 
.1 ադա if (է '„till եմ ս> ա ւա\ ադւսւէէ անկման II աոքէսի դ իւք ադ րու.թ քան :>եւս րե րված 
Լ ադրէւ ասկի ! ֊րդ էէտդամ։

Լաչւիքտն ալս արդ ւա.ն րնե pp \աւ! եմ ա սււիսծ են ւեդինակների կոդմից 
էիորձնակսւն ՀաՀհապտ p'ittff սէսացւիսծ տկ լա /ն ե րի . ինչպես նաե ա (ք հեդինակ- 
՝1/ե[ւի ւէէեասկա'էէ ա ւիո րձնտկան տ րդքէէէն քներ ի հեա:

էԼշիոււտանքա մ րերկած են նաև դիտվաք դաչաս։ մ արադււէ-թլսւննևրի 
քէաչիք։>'տ'1ւ Լպ րս րսւներր' 'քն/լիկի հ ի։ ս 'ք"'( "‘կի չաոտվիդնւե ք։ի Օ .-՜ւ ", ա րա րե ր/ււ ֊ 
իք քան "uiiil utp:

Տ. M ISAHAK1AN, A M CASPARIAN. L M. HOVHANNJSIAN

FALLING OF SPHERE ALONG THE AXIS OF A CYLINDER 
FILLED WITH VISCOUS LIQUID

S ti in m a r y

This paper '^tws I hr solution of Nnvier-Stoke’s linearized equation 
with boundary conditions (2), (3), (4) to explain the mechanism of vis­
cous fluid and cylindrical wall effect on the sphere, falling’ along the 
axis of the cylinder.

Satisfaction of boundary conditions is achieved by the iteration 
method.

The graphical representation of axial velocity component and wall 
resistance distribution obtained by this solution, arc shown on fig. 2.

Comparison of resistance values of falling spheres obtained by 
this solution'lby our and other authors' experimental data are given in 
fig. 3 and in table 1.

Analysis of these quantities shows the validity ol the results ob­
tained.
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