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ТЕОРИЯ УПРУГОСТИ

II. О. Гулканян

О центре изгиба призматических стержней с 
поперечным сечением в виде равнобедренной трапеции 

и в виде равнобедренного треугольника

В работе приводится решение задачи о центре изгиба призма­
тических стержней с поперечным сечением в виде: 1) равнобедрен­
ной трапеции. 2) равнобедренного треугольника. А. И. Лурье [1| дал 
решение этой задачи вариационным методом приведения к обыкно­
венным дифференциальным уравнениям, что дало ему возможность по­
лучки» верхнюю оценку для центра изгиба. Естественно, имея ниж­
нюю оценку, можно будет судить об истинном значении центра из­
гиба для стержней с таким профилем. Целью настоящей работы 
являлось нахождение нижней оценки для координаты центра изгиба 
з данных стержнях. Автор решает эту задачу, применив вариацион­
ный метод смягчения граничных условий. Как будет показано ниже, 
удачный выбор системы аппроксимирующих функций для функции 
напряжений при изгибе позволил получить значения нижних оценок 
для центров изгиба, очень близкие к значениям верхних оценок.

О центре изгиба призматических стержней с поперечным 
сечением в виде равнобедренной трапеции

При решении задач об изгибе призматических стержней, сече­
ния которых имеют одну ось симметрии, функция напряжений нахо­
дится из уравнения Пуассона [2]

Pv Р
ձՍ= цТЗ^(У-Уо -֊2Tf'(y>. (1)

где Р—изгибающая сила, приложенная на свободном конце стержня 
• центре тяжести поперечнего сечения, v — коэффициент Пуассона, 
Уф—координата центра тяжести сечения, 1—осевой момент инерции 
поперечного сечения относительно оси Оу (фиг. 1). f(y)— произволь- 
вам функция, определяемая из условий на контуре-

Функция напряжений П(х, у) на границе сечения удовлетворяет 
условию:

ԺՍ 
ժտ С2)
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В данной задаче принято

?(у) = y2tgsa; (3) 

тог а (I) и <2) приму г вид:

ձԼ= Id - •/) <У֊Уп)

р
------Р ytg-x (1 )

0. т. с. I'l, const.
Ժտ

Примем U I* = 0. (2'յ

В цилиндрических коорди­
натах (Г) и (2') имеют пил:

--4' ! ,4.1
ժրտ ' г '/Г

1 Ժ*Ս Ру . Р . ,г ~ i(T+4 (rccs? ~у’> ~Т rcns?te

= 0; U(r. ?) - о.

U(r. ?) I G:

г =

U(r. <?) = 0.

COS'

Решение ищем в виде

U( г. ?) = Vfk(r)cos(|Mp).

где

(Կ

(6)

(7)(2k - 1 m

Подставляя значение U(r, из (6) в (4), а также разлагая cost, 
и единицу из (4) и р՛.-..՜. Фурье по cos(jik?| для нахождения функции 
ւ՜ւՀրԼ получим следующее уравнение:

rf'( г) 4- rfjjг» — piik И) = Ахг3 — Rkrs, (К)

где
Ак n4.re,r^_('_±__tg=x). (9)

R Ճ У v -И-П11
i I 4- >• °.2k -|)г/

Решай уравнение (8). лля Цг) получим следующее значение:

Uf г) •=> Еьг k 1\г •՛. , .՜Ար Ви*
9-|Ч 4 р/

(10)
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Подставляя значение 1|Հր) из (10) л (6), для Ս(ր, ?) получим 
следующее выражение:
I U{r. ф) =2Мм)|ЕкЛ+Гкг“И1։-|-  ̂+ ^}. (11)

к-։
Для определения постоянных Ей н 1Ղ применим метод смягчения 

граничных условии Трефца [3]. Этот метод заключается в том, что 
граничные условия удовлетворяются приближенно, но так, чтобы 
средняя квадратичная ошибка s0 -П-Рн неточном удовлетворении гра- 

ннчиых условий задачи была минимальная, г. е. чтобы ֊.. =0 и 

g֊ = 0(k^l,2,...»).

Первые два из условии (3) удовлетворяются точно выбором вида 
функции 1Дг. փ), а два последних удовле. норяются приближенно. 
Средняя ква ратпчнйя ошибка при этом равна

Подставляя значение U(r, ?) из (II) в (12) для определения коэф 
фнциентов Ек и F։;, получим совокупность двух систем уравнений:

1,+
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(' cos(|A|<p) v , 
J cos2 S

к 2 приняты равнымиВ целях упрощения все Ek и Fk при 
нулю. Тогда (13) принимает вид:

, 
m — 1 - (|ф —- 

Ф

-pF,a? ;1'(т
COS8? ՚ 1

փ «շ(րո
օօ

n V Ak fcos(Fi<₽>««(Hk<F) 
ՀՀ9՜՜ 4 cos5^?

<b +

. 3 Ւ U,
-T C14(JH — 1) V в* ГС0Я(1Ч T_) <|j; = 0

Հ՜’ք՜ cos'1 փ ,U| ?
(15)

Ej(m 1խ՜շ* [—-?^d?-r ՒՀօշ ^(m1 Հս’—1) X
J C(to r

՛֊ a

J COS*' • ' ? i; - t

d? + O5֊(m3 - 1} x

J cos ՛ ։«

V Bl 
"-4—рй 

k~l

COSdi^jCQSfpk <?) _
•l-u մ4 e o. 

cos ' '?

Решая chcjcmv двух уравнений (15) с двумя неизвестными, по՝ 
лучаем значения Е։ и FP

X
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Центр изгиба определяется, как известно {2]. по формуле:

у = р J J (Х5Т + У SJd* dy - 2Г J J [х’ f'W] ydxdy' (1й)

Подставляя в (16) значение U(r, ср) из (И) и значение 1(у) из (ՅՀ 
после интегрирования получаем:

У - I Е, ' + 2(1 ֊ + 2) [+ 
1 ^։՜ՒՀ J cos՛»- փ

и г

+ ֊IF, -^֊,Հ2 - ■*•(! - tn2 - •“') f d? + 
1 Hl - J cos

0

1 2
+ -p-a2(l — m=)V^LC^<M<ia

■‘—9—pi 1 cos“«
k 1 0

+4(1 _rn»5 * (17)

1 P — 4—Pk] cos4c T 1— [i‘
k-i о

Здесь также все Ek и Fu при k > 2 приняты равными нулю.
Значение крутящего момента, вычисленное по методу Трефца, 

меньше истинного, следовательно, для центра изгиба получаем ниж­
нюю границу.

При ® = -д и а = -^т- эта формула перестает быть верной, так

как, согласно (7), и, = 2 при а = ֊հ- и Р։ = 3 при а

В случае, когда х֊ ֊^֊.

f,(r) = EIr։ + F,r-’ + ^-J+^r^lnr J-). (18)

з при к>2 Гк(г) нмсе] значение (10).
Для функции напряжения 11(г. ?), на основании (6), (10) и (16), 

получаем следующее выражение:

«5
4֊£cos(|4?) ЕкГ4 4-н/ :Ղ-1- 

k-2

Ak£ . jV_ 
9-:ii 4-й (19)

Для определения коэффициентов Ek и ГД здесь также применяем ме­
тод Трефца.
Известия V111. № 5—3



34 Н. О. Гтлкаияи

Полагая все Er и Ь\ при к>-2 равными нулю, для определения 
и F, получаем систему двух уравнений:

•է-а +«
ր 1/ ' f COS’2? . , г •»/ 14 Г COSs2® , ,
E.aftm6 -1)1 ------- --- <1® ֊1 Ь.аг֊(т 1) ------- dip փ

1 J COS1? ՚ * - ' ) COS՜?

. Bi r. , . Г co$22? ,֊Ւ 4-dyfnr’hv/, ֊ Ina,) —ф4?-

—ճշ(ոմ՛
•1

-f- a](rn' 1) V ’■‘.fc^£«d? +
"9 Ոս cos’® 
k-i ՝.

+ aW 1)V W-5^)ds=o.
•—Ч֊֊ |Ц; ) COS ®

(20)

-I a
r "/ I 4 Г cas32<F . _
և.ճշ(ու —1)| . — dcp + F.a,-

• ՝ ') cos2® ’ -

ai.(m4 _|)У Д M -Miw) dj> +
—’9—Pi I cos’ep

k-l ՝_\

H-^-aiCmlna) - lna:) I cb — $։-а2?(т — 1) X

^T)d։p + Bi(m_1>^4=SX

'COs2?2C0S(pk?)
cos-?

<i® = 0.

Подставляя значение U(r, ?) из (19) в (16) и учитывая только 
Е, и F։, для определения центра изгиба окончательно получим сле­
дующую фо рм у л у:

Ei «г, 
J-aj(l - m ) i dtp 4- -Ll lninsin2a 4- 

Jcos4? Ր
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«

. 1,2 $,, s, v Г

k-l

008 ^’dT +
COS ф

“2 
"P ■4Д1 d? ֊. 0,8 ‘-Հ

COS4? 1 — p* a։- (20

В случае, когда a = ֊՜֊՛
b

f,(r) = E,r> + F,r֊»+ A'- r> (Inr ֊ -U +

,-k(r) = E։r^+Fk[-|“+^ + i^. (k>2)
Pk 4 —pk

(22)

Подставляя (22) в (6), для U(r, ?) получим следующее выражение:

U(r, <р) = cos3? E.r’ + F.r-’ + ^L^flnr—1

r VcosfHk^^Ekr^+Fkr 'k+ А^+4^г_ , (23)

Применяя метол Трефца для определения Ек и Ек н полагая все 
Et и 1-к для к .> 2 равными нулю, получаем следующую систему двух 
уравнений для определения Е, и F,:

E,aj(m’- 1) dB + Fja,(1n 1) ք“Ջ'*մ> d, + 
] COS5® j ) COS-f

••з —a
•H

. A, . f cos^fijo) / a . a.. \
T ira‘ I — я — hi 'In —‘----- In--------I —

b J cos*<j> ( COSf cos? J
—a

Al 7Z - 
йа;(т'

1 •> 50
օօտ-(թ1?)մ3, -1) v

cos^® ՝ ՚ “9—pk
к ֊2

posf^CQSCpk?) вк Ր cos(n1?)cos(^y)
J cosb? ՝ " ' — 4—ри I cos՜®

V — I

•*-՛». ps?*- cos2(p1?)cos'1?(l? -f-
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'С08*ф, 
COS2C

> Պ I <Կmln—1------ In ——
cose cos?

А. “ * +«.(m - 1)S A dT=o.
cos-c • — 9—pk I cos-«

(24)
I

На основании (16). (3) и (23) для определения центра изгиба по­
лучаем следующую формулу:

о

2^-ճշԱյ(1 — ш5) Г cos 3? ,—Հ <’? +1 CCS ?
о

6F,
Р аг

• cos?d?-j--֊- a'i fcos3? 
cos5?

а

i a- (ԿIn —--------m?In — -
cos? cos<&

J cos '? • P ՝
о

'cos3? 1.2 . . հՀ Ak
-5-d? + ir —

о
ОС

Вк pcos(|xk^ 
4—|Վ) cos4? 

о
Ա4֊ս
к-1

d?+ 0,8
I- !l

150Р m"

центре изгиба призматических стержней с поперечным 
сечением в виде равнобедренного треугольника

частном случае» когда ճ1 = 0, т.с. гп-^0, поперечное сечение
равнобедренный треугольник. В 
принимает вид U(r, ?)|( о=0, а 
чтобы 1\(г) = 0. Чтобы fk:r) при 
нулю, необходимо, чтобы 1Հ = 0,

г\(г) = ЕкгИк

этом случае третье из условий (5) 
для выполнения этого достаточно, 
г = О было конечным и равнялось 
т. с. (10) принимает вил:

Акг3 , Вкг2
9—Нй ' 4-де’

О

в

соответственно и (11) примет вид:

U(r. ?) = У cos(pk?J EkrՂ՜ + ~-kp -}֊ ]•
— I У— 4 — PkJ

k •• I

Применяя метод Трефца, для определения Ek получим:

£?2 
cos? d? - o. 

cos? 'cos-? (1= I, 2,---օօ)

Полагая все Е(, кроме Ер равными нулю, для определения 
получим следующее уравнение:
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V Ak ч_ V В- Гсо&(н?) gjsfHk?)
‘^9-|ч1 со?а**ф — I — cos1

I xf^d? + 0.8a։.

о
Здесь Е։ имеет значение:

|±2----------л---------- —--------- —----- ֊--------------------- Հ-»..
?_«*>?) . J,

J cos4,41*' <р

Полагая и (17) ։п = 0 и 1\=0. для центра изгиба получаем сле­
дующую формулу:

։_CCS(|l,<p) 
I Լ՚օժ*’ ՚ *?рць+2- 1 

и

А

*~1 о

+ 
cos4

(Հ у В.
Р -4֊ji£

к-1
Г֊֊^+0^I ‘•Со т

Эта формула неприменима для а= и а==՜^՜

Когда а = }

U(r.?) == СС62 Е Ժ 4- ֊11 5 Т 4 4 /

Bj1 ’j- Vcos(pk?) 

к-2

АкГ* 
9-Й 4-ui

1 г , Ceos 2? , В, , Г У - р- Е'а!- J т 4Р
СОб‘? COS'?

о а

+լ.շr р <։* — 9—и J cos*? 
к-։ V

д_ . \՜* Bji
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U- (J„ V ?4_ ք со$(2?)со8(рк») d 
՜ — У ֊ uk I ?

b- 1

—»4 iik i cos*© 
k-շ Л

Если a =*-*-, то, полагая в (23) и в (25) F —О и m = О, для

U(r, ?) и у получаем соответственно следующие выражения:

U(r, ?) = cos3? Г- յ г3 4
А1 

о

2_cos(|ik?) Ekf 
k 2

Д- , Akrs Bkr
9-l4 г4=й ’

1.2 ր l’CCS3<P
-p-E‘°2 AyQ-չ i'cos’-J?

՜5Ր՜յ —In 
cos5?

— - d? ֊- 
ccs?

о

где

I </•] . fco$3? . ,1,2 
150 P ЛИ cos5? d? r P a'։

Cl'

CO *
V _Ak l’cos(uk?)
—»9 |ik 1 cos5?
Ь-2 о

+ 0.8a..COS4© '
. у I

՜Ր -4֊|4.( 
k “ J II

E
Ccos;f3?)
I cos8© ‘ if

A,_Ռջտ43?) 
C> I cos’*?

I «2In-------
cos?

d? 4֊

cos(3?)cosf 14?)
— 9

k-2
cos8?

, a_, v Jk. fcasQy).-<:os(|4») ■
“• —4—Uk‘ cos’?

k -1 _ ՝a

В качестве примера вычислены* значения центров изгиба/(ниж­
ние оценки) призм с ноле очными сечениями в виде равнобедренных 
трапеций (табл. 1) и равнобедренных треугольников (табл. 2) дли не֊ 
которых значений угла а.

Расчеты произведены для ■ = (1,3.
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Для сравнения вычислены также верхние оценки центра изгиба 

у для тех же утлой на основании работы А. И. Лурье [1]. За расчет­
ную формулу у принимаем среднее арифметическое центров изгиба 

" — — у   у
у и у. Тогда ошибка о = у у = - о '.

Таблица 1 Таблица 2

2ւ я 
т

5 i v ■։ 2։ к 
ЛГ

я к
2

У/вз 0.824 0.768-0,73) 0.641 V/«о 0.7.56 0.71W 0.667 0.598

У.'а։ 0,824 0.7660,717 0.634 У/‘>« 0 /. 0,709 Р.<567 0.596

■УМ։ 0,824 0,767)0,718'. 0,6375 У/»а 0.756 0,709 0.667 0,597

Как видно нз таблиц 1 и 2, максимальная ошибка досгпгае!

Сектор математики и мехаимк! 
АН Армянской ССР Поступило 21 VI 1955
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*։». О. 'Խ>>ւ(թւսհւսւ(»
2ԱՎԱՍԱՐԱՍՐՈհՆ ՍեՂԱՆհ b< 1ԱՓՍՍԱՐԱՍՐՈՒՆ եՌԱՆԿՅԱՆ ՏեՍՔ 
ՈՒՆԵՑՈՂ. ԼԱՅՆԱԿԱՆ 211ՏՎԱՄՔՈ4. ՊՐԻԶՄԱՏԻԿ ՋՈՂեՐհ ԾՌՄԱՆ 

ԿԵՆՏՐՈՆԻ ՎեՐԱՐեՐՅԱԼ

Ա 1Г Փ Ո Փ II !• Ս'

Հողված՚էււմ րերվում է հա վա иш ր ա и ր ա 1/ ււեղսրնի ե հավ шиш րաս րա ն 
եռանկյան տեսք ո I ն ե ր ող /այ՚եական ՜. until/ ած րո վ պրիզմատիկ ձողերի 
ծռման կենտրււնի վերաբերյալ /սնղրի լուծւււմրւ

Ա. Ի. Լուր քեն ավել Լ ա )զ խնդրի րււծումր վար ի ու ։/ի ոն եղանակով 
և и տաղել Լ ծոման կեն ուրոն ի համար վերին դնահատականրւ

Kl/jnij հողված ում տրվում I. նու լ՚հ խնղրի համ ար ծ ո մա '/» կենտրոն ի 
ստորին ղնահաւոականրւ Այստեղ hit խնղիրր լա ծվում Լ վարիավիոն եղա­
նակով եզրային պայմանների մեղմարման <ոլ՝հու /1 յամ ր ւ Սսարին ղնահա- 
սւականի համար սսւարյվում են t/երին ղ tuu ՝>ա ա ական ին յաա մոտ արսեյէ- 

ներւ
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