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1. Ââåäåíèå

Èçâåñòíî [1, 2], ÷òî åñëè â q-àëãåáðå èëè e-àëãåáðå âûïîëíÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîå

ñâåðõòîæäåñòâî àññîöèàòèâíîñòè, òî îíî ìîæåò áûòü îäíîãî èç ñëåäóþùèõ âèäîâ:

X(Y (x, y), z) = Y (x,X(y, z)), (ass)1

X(Y (x, y), z) = X(x, Y (y, z)), (ass)2

X(X(x, y), z) = Y (x, Y (y, z)) (ass)3,

(çäåñü X,Y � ôóíêöèîíàëüíûå ïåðåìåííûå, à x, y, z � ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå).

Ïîíÿòèå èíòåðàññîöèàòèâíîñòè âïåðâûå ââåë Çóïíèê â ðàáîòå [3]. Â äàëüíåé-

øåì îíî ðàñøèðÿëîñü â ðàáîòàõ [4 � 10]. Â èòîãå ïîëó÷èëîñü ñëåäóþùåå îïðåäå-

ëåíèå äëÿ ïîëóãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ïîëóãðóïïà Q(◦) íàçûâàåòñÿ èíòåðàññîöèàòèâíîé ê ïîëó-

ãðóïïå Q(·), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

x · (y ◦ z) = (x · y) ◦ z,(1.1)

x ◦ (y · z) = (x ◦ y) · z.(1.2)

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Êîìèòåòà ïî íàóêå Ðåñïóáëèêè
Àðìåíèÿ, ãðàíòû 10-3/1-41, 18Ò - 1À306.
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Åñëè åùå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî

x ◦ (y · z) = (x · y) ◦ z,

òî ïîëóãðóïïà Q(◦) íàçûâàåòñÿ ñèëüíî èíòåðàññîöèàòèâíîé ê ïîëóãðóïïå Q(·).
Çäåñü âûïîëíÿåòñÿ òàêæå ñëåäóþùåå òîæäåñòâî:

x · (y ◦ z) = (x · y) ◦ z = x ◦ (y · z) = (x ◦ y) · z.

Äàäèì áîëåå îáùåå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.2. Äëÿ çàäàííûõ i, j = 1, 2, 3 ïîëóãðóïïó Q(◦) ìû íàçîâåì

{i, j}-èíòåðàññîöèàòèâíîé ê ïîëóãðóïïå Q(·), åñëè â àëãåáðå Q(◦, ·) ñ äâóìÿ áè-

íàðíûìè îïåðàöèÿìí âûïîëíÿþòñÿ ñâåðõòîæäåñòâà àññîöèàòèâíîñòè (ass)i

è (ass)j. Åñëè i = j, òî áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî î {i}-èíòåðàññîöèàòèâíîñòè.
Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëóãðóïï {i, j}-èíòåðàññîöèàòèâíûõ ê ïîëóãðóïïå Q(·) oáî-

çíà÷èì ÷åðåç Int{i,j}Q(·); åñëè i = j, òî ïèøåì ïðîñòî: Int{i}Q(·).

Â äàííîì âûøå îïðåäåëåíèè, ïîñòàâèâ i = j = 1 è i = 1, j = 2, ïîëó÷èì ïîíÿ-

òèÿ èíòåðàññîöèàòèâíîñòè è ñèëüíîé èíòåðàññîöèàòèâíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî.

Ïóñòü X ïðîèçâîëüíîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî. Ñâîáîäíóþ ïîëóãðóïïó è ñâîáîä-

íóþ êîììóòàòèâíóþ ïîëóãðóïïó íàä àëôàâèòîì X îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî,

÷åðåç F(X)(·) è FC(X)(·). Ñâîáîäíóþ ïîëóãðóïïó ñ åäèíèöåé îáîçíà÷èì ÷åðåç

F1(X)(·). Äëÿ ïîëóãðóïïû Q(·) è åå ôèêñèðîâàííîãî ýëåìåíòà x ∈ Q ìîæíî

îïðåäåëèòü áèíàðíóþ îïåðàöèþ

a ∗x b = a · x · b, äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Q.

Â èòîãå ïîëó÷èì ïîëóãðóïïó Q(∗x), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âàðèàíòîì ïîëóãðóïïû

Q(·) [1, 11].

Ïîíÿòèå âàðèàíòà èìååò òåñíóþ ñâÿçü ñ ïîíÿòèåì {i, j}-èíòåðàññîöèàòèâíîñòè.
Â ðàáîòàõ Ãîðáàòêîâà [12, 13] äîêàçàíû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 1.1. Äëÿ |X| > 4 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

Int{1}FC(X)(·) = Int{1,2}FC(X)(·) = {FC(X)(∗x) |x ∈ FC(X)} ∪ {FC(X)(·)}.

Òåîðåìà 1.2. Ïîëóãðóïïà F(X)(◦) {1}-èíòåðàññîöèàòèâíà ê F(X)(·) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà

u ◦ w = u`(u
(1) ◦ w(0))wr, äëÿ âñåõ u,w ∈ F(X),
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ãäå u(1) � ïîñëåäíÿÿ áóêâà ñëîâà u, w(0) � ïåðâàÿ áóêâà ñëîâà w, à u`, wr � ñëîâà,

ïîëó÷àþùèåñÿ èç ñëîâ u, w ñîêðàùåíèåì áóêâ u(1), w(0) ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàáîòå [14] ðàññìîòðåíà {3}-èíòåðàññîöèàòèâíîñòü, ãäå ïîëó÷åí ñëåäóþùèé

ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.3. Åñëè Q(◦) ∈ Int{3}Q(·) è âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå êâàçèòîæäå-

ñòâî:

x · x = y · y ⇒ x = y,

òî ïîëóãðóïïû Q(◦) è Q(·) ñîâïàäàþò.

2. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà X ìû ïîëó÷àåì îïèñàíèå ìíî-

æåñòâ Int{2}F(X)(·), Int{1,2}F(X)(·), Int{3}F(X)(·), Int{3}FC(X)(·) è îïèñàíèå

Int{2}FC(X)(·), êîãäà |X| > 4.

Ñïåðâà äîêàæåì ñëåäóþùèå ëåììû:

Ëåììà 2.1. Ïóñòü Q(◦) ∈ Int{2}Q(·). Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Q

îòîáðàæåíèå χa : Q→ Q, χa(x) = ax èíúåêòèâíî. Òîãäà Q(◦) ∈ Int{1}Q(·).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì ñëåäóþùèå òîæäåñòâà

(x ◦ y)z = x(y ◦ z),(2.1)

(xy) ◦ z = x ◦ (yz).(2.2)

Òîãäà èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

x((yz) ◦ t) (2.1)= (x ◦ (yz))t
(2.2)
= ((xy) ◦ z)t (2.1)= xy(z ◦ t) = x(y(z ◦ t))

è èç óñëîâèé ëåììû, ïîëó÷àåì

(yz) ◦ t = y(z ◦ t),

ò.å. òîæäåñòâî (1.1), èç êîòîðîãî âìåñòå ñ òîæäåñòâàìè (2.1), (2.2) âûòåêàåò òîæ-

äåñòâî (1.2), à òîæäåñòâà (1.1), (1.2) âìåñòå ñ ïîëóãðóïïîâûìè òîæäåñòâàìè àñ-

ñîöèàòèâíîñòè äàþò ñâåðõòîæäåñòâî (ass)1. �

Åñëè â îïðåäåëåíèè îòîáðàæåíèÿ χa êàæäûé ýëåìåíò óìíîæèòü ñïðàâà íà

a è òðåáîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óñëîâèå, òîãäà äîêàçàòåëüñòâî ñîîòâåòñòâóþùåé

ëåììû ìîæíî ïðîâåñòè àíàëîãè÷íî.

72



ÈÍÒÅÐÀÑÑÎÖÈÀÒÈÂÍÎÑÒÜ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÑÂÅÐÕÒÎÆÄÅÑÒÂ

Ëåììà 2.2. Åñëè Q(◦) ∈ Int{2}Q(·), òî â àëãåáðå Q(◦, ·) èìååò ìåñòî òîæäå-

ñòâî

(a ◦ b)cd = ab(c ◦ d).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

(a ◦ b)cd (2.1)= a(b ◦ c)d (2.1)= ab(c ◦ d). �

Òåîðåìà 2.1. Ïðè |X| > 3 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

Int{2}F(X)(·) = Int{1,2}F(X)(·) = {F(X)(·)}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç Ëåììû 2.1. Âîçüìåì a, b ∈ X,

a 6= b è èñïîëüçóåì Ëåììó 2.2. Èç òîæäåñòâà

(2.3) (a ◦ b)ab = ab(a ◦ b)

ñëåäóåò:

a ◦ b = abϕ(a, b), ϕ : X ×X → F1(X),

a ◦ b = ψ(a, b) ab, ψ : X ×X → F1(X).

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà â (2.3), ïîëó÷àåì

ϕ(a, b) = ψ(a, b), a 6= b, ∀a, b ∈ X.

Âûáåðåì åùå c, d ∈ X, c 6= d è ïî ëåììå 2.2 èìååì

(a ◦ b)cd = ab(c ◦ d),

ab ϕ(a, b) cd = abϕ(c, d) cd ⇒ ϕ(a, b) = ϕ(c, d),

è ϕ ïîñòîÿííîå îòîáðàæåíèå, åñëè åå àðãóìåíòû íå ñîâïàäàþò. Ïóñòü

ϕ(a, b) = x ∈ F1(X) a, b ∈ X, a 6= b,

a ◦ b = abx = xab.

Ïóñòü a, b, c ∈ X, a 6= b, b 6= c. Èñïîëüçóÿ (2.1), ïîëó÷àåì

(a ◦ b)c = a(b ◦ c) ⇒ abxc = abcx ⇒ xc = cx.

Èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà x, ëåãêî âûâîäèì x = cn, n ∈ N. Åñëè c = a, òîãäà

x = am, m ∈ N, à åñëè c = d, ãäå d 6= a è d 6= b, òî ïîëó÷èì x = dk, k ∈ N.
Ñëåäîâàòåëüíî, x = ∅. Äàëåå x = ∅ ⇒ a ◦ b = ab, ãäå a 6= b.

Åñëè a 6= c, òî èç (2.1) èìååì:

(a ◦ a)c = a(a ◦ c) = aac ⇒ a ◦ a = aa
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è îïåðàöèè ◦ è · ñîâïàäàþò íà ìíîæåñòâå X×X, íî ïî òåîðåìå 1.2 îíè ñîâïàäàþò

è íà ìíîæåñòâå F(X)× F(X). �

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî FC(X)(·) òàêæå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëåììû 2.1 è

ñ ó÷åòîì òåîðåìû 1.1 çàêëþ÷àåì ÷òî ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.2. Ïðè |X| > 4 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

Int{2}FC(X)(·) = {FC(X)(∗x) |x ∈ FC(X)} ∪ {FC(X)(·)}.

Â ðàáîòå Ãîðáàòêîâà [13] îïèñàíî ìíîæåñòâî Int{1}F(X) â ñëó÷àå, êîãäà |X| =
2. Èñïîëüçóÿ ýòîò ìåòîä, ïðÿìîé ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî òåîðåìà 2.1 âåðíà

è â ñëó÷àå, êîãäà |X| = 2.

Òåîðåìà 2.3. Ïðè |X| = 2 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

Int{2}F(X)(·) = Int{1,2}F(X)(·) = {F(X)(·)}.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü |X| = 1 è X = {a}. Òîãäà èìååì Int{1}F(X)(·) = Int{2}F(X)(·) =

Int{1,2}F(X)(·) = {F(X)(∗x) |x ∈ FC(X)} ∪ {F(X)(·)} ∪ {F(X)(∆)}, ãäå am∆an =

am+n−1, m,n ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå è âòîðîå ðàâåíñòâà âûòåêàþò èç Ëåììû 2.1 è èç êîììó-

òàòèâíîñòè îïåðàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî F(X)(◦) ∈ Int{1}F(X)(·). Ïðè m,n > 1

èìååì am ◦ an = (am−1a) ◦ an (1.1)
= am−1(a ◦ an) = am−1(a ◦ (aan−1))

(1.2)
= am−1(a ◦

a)an−1. Åñëè m = 1 èëè n = 1, òî ýòî ðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-

ùèå ñëó÷àè:

(i) a ◦ a = a ⇒ am ◦ an = am+n−1 = am∆an, ò.å. ïîëó÷àåì ïîëóãðóïïó

F(X)(∆).

(ii) a ◦ a = aa. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàöèè ◦ è · ñîâïàäàþò.
(iii) a ◦ a = ak, k > 2, òîãäà am ◦ an = amak−2an.

Îáîçíà÷èì ak−2 = x è çàêëþ÷àåì, ÷òî ïîëóãðóïïû F(X)(◦) è F(X)(∗x) ñîâïàäà-

þò. �

Â çàêëþ÷åíèè çàìåòèì, ÷òî ïîëóãðóïïû F(X)(·) è FC(X)(·) óäîâëåòâîðÿþò

òðåáîâàíèþ òåîðåìû 1.3 è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðíû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

Int{3}F(X)(·) = {F(X)(·)}, Int{3}FC(X)(·) = {FC(X)(·)}.
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Abstract. In this paper the concept of interassociativity via hyperidentities of

associativity is extended and characterized the semigroups which are {i, j}-interassociative
to free semigroups and free commutative semigroups, where i, j = 1, 2, 3.
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