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ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ ХАРДИ И ДЖРБАШЯНА С ВЕСАМИ МАКЕНХАУПТАР. Ф. Ill амо ян
Брянский государственный университет, Россия 
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Резюме. Получены неравенства для классов Джрбашяна и Харди с весам» Макснхаупта. Эти неравенства использованы для обобщения некоторых хоро­шо известных результатов о проекциях и мултиндикаторах в классических про- < транствах Джрбашяна.

ВВЕДЕНИЕОсновная цель этой работы получение оценок в пространствах Ар аналитичес­ких функций с весами Макенхаупта на прямой R1 или на плоскости R’. Эти оценки далее используются для обобщения некоторых теорем из [б], [9]. (12] ил пространства Харди и Джрбашяна с весами Макенхаупта. Автор надеется рас­пространить эти результаты на полидиск в отдельной работе, готовящейся к печати.Хотя матричнозначные и другие многомерные варианты пространств AF в настоящее время интенсивно изучаются, много •Л Г омерных вопросов. связанныхс пространствами Ау остаются открытыми (см., например, [3], [7] и указанную՛ там литературу).§1. ОБОЗНАЧЕНИЯ И ВСПОМОГАТЕЛЬНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ Определение 1. Весовов։ функцие» в назовём любую локальноинтегрируемую функцию u/(z) со значениями d (0,4-ос) для почти всех х € R (в частности dn(w = оо) = dn(w = 0) = 0, где dn - мера Лебега в R ). см. [10). Неотрицательная мера о/ принадлежит классу Ар, (1 < р < 4-оо), если8UP (rSl / w(x)dz) (|Н| / dx) < (1
qch* \1<?1 Jq / \ IVI Jq 7



56 Р Ф Шамоянгде супремум берёте« по кубам (или шарам) в R", см. [10)), а |<?| - его мера. Вес > 0 принадлежит ЛДй"), если дли почти всех г € R" имеем
М (ы)(х) — 8иР (Г)

где суп|>емум берётся по всем шарам В С R” или кубам С R", содержащим точку х. а С\ > 0 - постоянная.Всюду ниже. О = {х : |х| < 1} - круг единичного радиуса на комплексной плоскости С, Т = {х : |х| = 1} - его граница, Н(О) - класс всех голоморфных в О функций. <1т(() и </п»։(х) суть нормированные меры Лебега в ~~ и Ю соответственно. Н* (0 < р < +оо) - пространства Харди в круге. Обозначим через О’/ - {г^ : 6 /. 1 ֊ |/| < г < 1} известную коробку Карлесона, где Iдуга на Т, а через Р(д) интеграл Пуассона функции д € ЬДТ). ПустьГ(() = {х € О: |1 — ?х| < 1 — |х|, *€Т}
конус Лузина и△|к = {« = : £ € /.*, г€Л = (1֊2-к,1-2-к-х)}, !△,*[ = п»з (△,*),М = {< €Т:аг8{ € » =-2к..........2к ֊ 1,
где интервалы | уг, (к = 0,1,2,...) являются диадическим разбиениемкруга (см. [9]). Обозначим через А*к. строящиеся по △,*, расширенные диади­ческие четырехугольники (см. (9)).Через Мд в (Г) и всюду ниже обозначается максимальная функция Харди- Литтлвуда (см. [10]), С, Сд, С(а) всюду ниже положительные константы. Ре­зультаты параграфа 2 навеяны следующими обобщениями известной теоремы Карлесона, установленными сравнительно недавно и изложенными в [1] [3).Теорема А. 1) Пусть функция и > 0 и € £1(Т). Предположим, что р > 0 - мера в О такая, чтоЛ(0(ИС))Ч*К) < Саы(ж) = С^Р^МО <М4), (1">
где х £ Ю, Сз - константа, а = (1 — |х|2)/|1 — £х|2 - ядро Пуассона. Тогда 
для любой функции / € Ь2 (Т, и՜ 1) имеет место неравенство :/в1/7(С)|’.МС) < С'Ут|/(£)|’(а.(())-։<<т«).
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2) Пусть ы € А у и р мера Карлесона в О. Тогда |/(ж)|’ад</я(х) < С /

для любой функции /(г) из классаИ’м = {/ е я‘(Т); Ле՛') е £.’(«<«)}.
3) Пусть ы € Ь1 (Т) и пустьЯ'М = {/ € ЯХ(Т) : /(с'*) 6 , 1 < р < 4֊оо.Тогда

[ ц>°/он»<ад։) <с [|/(г')Г«(омв. 12130 УТ

где о> € Ар и а = 0. Если р(Ы) < С и»с££. и д(0/) < С|/|1+< для
некоторого е > 0, то (2) имеет место при ш € А,, а = 1.Нам в дальнейшем понадобится следующая лемма из [3].Лемма А. Пусть ш € А2(Т) - вес Макенхаупта. Тогда для любой меры
Карлесона р в □> имеем

[ Р,(С)^р(С)<Сы(к).
ЗрБудем говорить, что весовая функция ы удовлетворяет условию (£>), если

О < д < 4-00,где К = △,* (/,*) (к = 0,1,2,.. , • = ֊2*...........2‘ ֊ 1) ֊ “куб՜ в й2(а).§2. НЕРАВЕНСТВАОдна из основных целей этого параграфа - получить некоторые обобщения известных теорем вложения <в частности, теоремы вложения КарлесонаI напространства голоморфных функций в 3 :
ЯГ(О) = </6^(Т)ПН(О): / аир |/(^)Г рИ) I VУт \«€Г(() / 1/я 1

<+оо> ,0 < Р < +ОС,

где ы € Лр для некоторого 1 < р < +оо (в обзоре [7] приводится ряд утверждении о распространении известных теорем о пространствах Харди ЯЯ(Э) на Н^։^)1 иЛ'(и/)= //€ 2/(П))ПН(0): / |/(х)Гы1(х)4тНя)<+оо| (0<р.э<+эс) I Уо )в духе Теоремы А. В качестве приложения, в ^3 приведены обобщения известных утверждении о коэффициентных мултипликаторах, функционалах и проекторах в пространствах и Ар(ы).



5« Р Ф ШамиянТеорема 1.1) Пусть 1 < д < р < +оо и ы՜’ € Л,/р+1(й3) мера, удовлетворяю- 
щая условию ш՜* € (I») я пусть / € Н(0). Тогда

■’(1 - |»|)”"-։ Лп։(*). (2')
если — /д. |/(։)|.^(х) < С
2) Пусть 0 < д < 1 и функция ш такова, что * € Л[ м ы՜’ € (£). Тогда для 
любой функции / € Я (О) имеем

(/' М,(/,г)»(г) Л-) < С,., 1՝ И'(/,г)(и,(г))-’(1 - г)«-։Л-, (2")
где

м;= Лягорлп«).
Определение 2. Будем говорить, что неотрицательная борелевская мера д удовлетворяет ыа-условию Карлесона (а € R), если для некоторой весовой функции и е Ь}«(Т)

вир
где ₽(«) = £2։*я(Д„)Ад.ь(г).
Ниже будем предполагать, что ы Е ЛР(Т) (1 < р < +оо) и р' такое, чтоМР+ МР* = 1- Нам понадобиться следующая легко выводимая формула [6] :

/’ = / ( [ ֊г4<М*)) а™«).■'О 1 -1*1 / (2"')
где < € (0, +оо), а р - положительная борелевская мера.Замечание 1. Легко видеть из доказательства утверждения 1) Теоремы 1, что подобные (2 ) формулы верны и в несколько более общем случае, когда с/тз(х) заменена весом (1 - |г|)°(/т2(г ) (а > -1).



Теоремы вложения для пространств Харди и Джрбашяна. 59Теореме 2. Пусть ш G ЛР(Т), (р > q = 1,2,...) я пусть р - ыо-мер& Карлесона.
где а = -q/p- Тогда для любой функции / € Н* удовлетворяющей условию1(Ю max|P(g)(x)| [ \f(z)\4m2(z) < J- [ |P(9)(z)||/(z)|’dm2(z)1Д“ J ^д;ь
для любого к — 0,1,..., ։ = —2й,..., 2й — 1. любой f € и g E имеет место оценка :

f !/(*)!*Г(4) 1 - Н < С||/|К (3)dp(z)
Замечание 1’. Для ы = С, первые два неравенствагЬе в (2’) и (2")хорошо из­вестны и имеют много приложений в теории пространств голоморфных функций (описание ограниченных линейных функционалов, теоремы вложения, теоремы о мултипликаторах и т.д., см. [3], [9]). Некоторые следствия (3), известные при 
и = С, приведены в параграфе 3. Без условия (V), Теорема 2, в силу (2՜ ) являет­ся обобщением классической теоремы Карлесона (случай ы = С, р = д Теоремы 2) и теоремы У. Кона из [6] (случай ы = 1, д = 1 теоремы 2). Ограничение (V) на наш взгляд, заслуживает отдельного изучения.Доказательство Теоремы 1. Нам понадобится следующее простое утвержде­ние : если вес удовлетворяет условию Макенхаупта (р > 1) на комплекс­ной плоскости, то для любых к = 0,1,2,... и I = —2й,..., 2й — 1 имеют место соотношения :(а) вир т-г—: / ы(0 dmj(^) < Cu(z), z € Д.к.р — 1, (3 )*6Д.» I ^д(*(6) вир f -Ц [ u(z)dm2(z)\(-^— [ (w(z)Y dm2{z)\ < +ос. р> 1.
Для доказательства (3,z), достаточно заметить, что для любого △,* <_ D — 0,1,2,..., i = -2й,...,2й -1) найдутся кубы К2.К2 С R2 такие, что К։ С △;» С 
К2 и С։|К.| < !△>*! < |Я.|С։ (» = 1.2) ял« некоторых постоянных С։ и С2 Для доказательства (3’), см. [9], стр. 40.Нетрудно проверить! что

тах|/(х)|*



во Г Ф Д/дмоянУчитывая субгармоничность |/|*. получаемшах |/(*)|* < [ |/(*)|Мт։(х), 0 < я < оо,• €А.» |Д,к|где △,*։ (к = 0.1,2,..., » = -2*,..., 2* - 1) суть увеличенные диадические кубы (см. (9)).Далее, при з = д/р + 1 используя (3”’) и известное “обратное неравенство Гёльдера" для весов Макенхаупта (см. [10]), получаем -₽/« ч/г|Д.,|(«-• € Л.) < |Д,*|,/₽ ( [ (и.(։))-’йт։(2)') -±- <
< (△.а!172 [

Далее $ < £ -’^т։(х) <1“.,1 А;,
где последняя оценка следует из соотношений(1 -1*1)’~2-։‘ЧА.*1Х€Д.*,и оценки (см. [10]) /д;й 1/(г)1’(иг(2))~,<^п։։(2) 
вытекающей из (3 ) и неравенства (см. [9])|С(х)|’<йп։(г) < С, [ |С(г)|’<1т։(г), ч € (0, +«>), в е £’(©), (4")
которое вытекает в силу конечной ратност и покрытия {△**),Докажем оценку пункта 2). Рассуждения во многом сходны с рассуждениями приведенными выше. Очевидно, что



Теоремы вложения для пространств Харди и Джрбашяна.к 1Далее, так как w Е ЛДЙ), то рассуждая как и выше (доказательство оценки (4), пункт 1)), получаем/ Л1-2"**1 \ 9 ./ («,(г)) v,dr <2-*1«-»/ H|։|))*d(kl) («.=«-•).уп-э-* / Ji,Далее, очевидно, 
М’(/,г»)< dr

где rk = 2՜* ։. Следовательно, учитывая аналог (4') для 7* = (1 - 2՜*՜1,1 — 2“*՜’), окончательно получаем
JoДоказательство теоремы 2. Наши рассуждения в корне отличаются от рас- суждений У. Кона из [6], и основываются на свойствах новых функциональных пространств, введённых в работе [5]. В отличие от 6], наши рассуждения обла­дают преимуществом, так как отделяют условие на р, “расщепляя” дир, что позволяет получать новые условия на р и новые теоремы вложения.Пользуясь соображениями двойственности, при д € (<££), получаем

5 = / I / ГТ7 ^(г)) атп{‘}
/т \/г«) 1 - И / Л/по 1 - 1«1Меняя порядок, интегрирования, получаем %

з=[ |/<«)г|С-9(«)|ая(х), Лги։(«)»(О<М0-
Известно (см. [6]), что |С’(։)(х>1 < <<”>где Р(д) - интеграл Пуассона функции д. Далее (см. [9]). имеем5< [ |/(х)|*|Р(9)(к)|<М։), (5)

JD

5 <22 [ |С(я)| 4д(х) < с 22 #*(△>*) (б)



62 Р Ф н лмояншах |С(х)| < гпах |Р(0)(х)| тах |/(х)|*.|(Д1Й *€Д։ь Ю(*)| = |Р(9)(х)||/(х)|<.где, как и выше,
△.» = {г< : г 6 (1 ֊ 2-‘, 1 - 2՜*՜1). ( = «'*, < * < *(» + 1)2՜*} , (7)

к = 0.1,..., « = -2*,..., 2* - 1. Известно [9], чтошах |<3?։(*)| < ( [ |С։(х)| 2« |С1(х)| = |/(х)|'. (Г)\/д.* /Следовательно. учитывая (4"’), (5), (V), (6) и (7’), получаем
5<У[>1/(х)1’|Р(9)(х)|522։‘д(Д.*)Ад.։ ата(х). Ад;, = 0, г *

Используя неравенство, доказанное в [5]
Г /ИуИ1 / 8ир |у(х)|вир [ <йп2(г) <1тп({) (8)

Уп 1~и1 ^т*ег(о се/ Уш 1 ~ Ии тот факт, что ядро Пуассона оценивается сверху через максимальную функцию Харди Литтлвуда, получаем 5< [ |/(։)|։|Р(?)(г)|5222‘д(Д.*)Ад:/т2(х) < [ |/(х)|»|Р(в)(х) |р(х)ат2(х).
(9)««Р [ [ вир |Р(0)(х)| вир |/(х)|,(ы(£))’/яат(0 =

& Уги УТ։£Г{() л€Г(С)= X $г, (9՛)
У>(х) = £2։‘Мд.ДАд.д(х)).

Неравенство дли вытекает из неравенства Ггльдера с показателем р/ц (р > 9 • и из теоремы Харди-Литтлвуда (см, [7, 10]) об ограниченности оператора Мд : £* —> £' при в > 1. Наконец, легко показать (см. (10)), что 5?(и>) < ||д||с«гаМ при а = -д/р (см. [4]).Замечание 2« При ы = 1 ид = 1 неравенство (3) теоремы 2 было установлено У. Коном в [6]. Из (2'") легко видеть, что результат У. Кона обобщает теорему



Теореыы вложения для пространств Харди и Джрбашяна 03Карлесона при р = д = 1. Действительно, достаточно учесть, что при |Д* 2՜” и (см. [4])
|7[5 с/в]Г^р(։ ֊

при ш = 1 и д = 1 имеем
-= си 1Л

■ир^2։‘м(Дм) /* --1- <•со ,. Уд- |1 - »*Г■ I • • •< «ир(1 - |«|) / гг М^-ц 8иР Л / (10)•еБ Л) II -®х|’ си |/| }щ§3. ТЕОРЕМЫ О МУЛТИПЛИКАТОРАХ И ПРОЕКТОРАХВ ПРОСТРАНСТВАХ ГАРМОНИЧЕСКИХ И ГОЛОМОРФНЫХ ФУНКЦИЙ С ВЕСАМИ ТИПА МАКЕНХАУПТАНачнём с доказательств двух утверждений (известных при ы = С) для про­странств Джрбашяна с весами Макенхаупта. Доказательства опираются на Лем­му А и Теоремы 1 и 2. Затем мы рассмотрим операторы свёртки и проекти­рования, действующие в Я* и А*(о»*). Сделаем сначала несколько замечаний, вытекающих из утверждений доказанных в §1.Из (2') легко вывести, что если $(х) функция класса
вир |Р/*+1д(х)| |ы(х)|"1(1 - |х|)4+։-±Г < +оо, «ей (11)

то формула
/(г<)5(г<) <йп(0порождает ограниченный, линейный функционал на пространствеЛ’(иГ«)={/ € Я(Ю) : ||Л|*.= ^1/(*)Г(«(*))’’(1 " И)°<*т։И<+* } .° (12)где д < 1 и ы՜* € Л1(И])П(2) (это утверждение известно из [9] для ы = 1 (или ы = С), так как А£ = А£(1)).Используя (3) и (2'), (2"), можно легко вывести различные оценки, связывающие пространства Джрбашяна (или со смешанной нормой) с весами Макенхаупта с



64 Р Ф Шамоянпространствами Харди с весами Ар. Кроме того, для функций из пространств А£ имеет место известная оценка (см. [9]) :С||/11л: (1 - |х|)(։+о)/₽’!/(*)! < О < р < 4֊оо, а > -1. (14)
Для пространств Л* (о/ *), си 7 € 41 имеет место бобщение оценки (14) :сН/11л»(и,֊«)

< (1-Н)° [ «֊’(<) </т։(()■/В 1/«’ (15)
Действительно, если х € ИХ то В (х, Цш) С О, и из (4') и субгармоничности функции |/(х)|*. для любых 0<? < х и в > —1. получаем

(1 - |«1Г1/(»)Г < ~ / 1/(С)1’(1 - |С|)-Л»։(С) < 
1^1< ["’’Ь, (/ (“(*))■’■'”>։(։)) / ֊ |«1Г («(«)) ՛’*>>։(։).

Аналогично случаю “обычных” пространств А£(ы) и А^(и>), р ф д, из оценки (15) можно получать различные вложения.Хорошо известны также следующие утверждения (см. [9], [11]) : (») при любом а>-1,0<р<1и/?>0 таких, что а > 0 + 1/р - 2, оператор(т«/)«) = /т (Г֊^1 -
где д(х) = (1 - |х|)‘’,,_1<йп2(х), отображает ^Ар(1р_1 в пространство Л5я_։(0). Далее, (й) если «(х) > 0, 1 < р < +оо и Лра(г) = (1 - |х|)°^т2(х), то Та отображает 17 ( £>, ш(х)</ра(х)) в себя, если

(г \ ^ряир(1 - |х|)-(’+о) ( / ы(х)(1 — |х|)“(ЙП2(х) ) X*€1> \7п/ /х(/ («(։))-,/’(1-|х|)“<1т։(։)’) ”<+«>, 1+1 = 1.
\Jvij / Р ЯУтверждение (I) является вариантом обычной теоремы о проекторах из 17а в Л£ (Р > 1) (см- [$])՛ а Теорема 3 (которую мы докажем опираясь на Теорему 1) является его обобщением для 0 < р < 1. Теорема 3 одновременно касается ограниченности проекторов в классе ЛА^ы) функций гармонических в круге и имеющих конечные квазинормы ||/||Ля(ы> (0 < р < 1). Кроме того, Теорема 3 даёт аналог (ц) для гармонических пространств Джрбащяна с весами Макенхаупта Ар (0 < р < 1) и является основным результатом, опирающимся на Теорему 1.



Теоремы вложения для пространств Харди и Джрбашяна. . 65Теорема 3. Пусть /3 > 0, 0 < д < 1 и а > 1/д - 2 + 0 суть числа и пусть 
9-,(х) € (Ж?) Г'ЦЬ). Тогда оператор

И’1“” = /в (гМ?-1«’1 -
ограничен и отображает ЛЛ?,?_1(р-։) в Л’ ։(1).Доказательство следует из последовательного применения оценки (2') и следу­ющей опенки

С 
(1-И)“֊*֊’’

г < 
в|1-О1“ «։ > * + 2,

Очевидно, при <?(г) = 1 Теорема 3 даёт утверждение 1) Теоремы 1.Наконец, дадим ещё одно применение Теоремы 1, теорему о коэффициентных мултипликаторах классов Л£(ы) и Эта теорема обобщает известные утверж­дения (случай ш = 1) из [12], [14].Напомним, что (см. [12]) последовательность {с^ }а>о называется коэффициент­ным мультипликатором из X в У (где пространства X и У суть некоторые подмножества иэ Н(Ю)) если для любой функции /(г) = ^4>оа*;к % функ-ция р(г) = У24>оа*с**к принадлежит множеству У. Через Мт(Х,У) обозначим пространство мультипликаторов действующих из X в У.Теорема 4. Пусть 0 < р < 1, 0 < д < р, 4 > 0 и о > -1 суть числа. Тогда

МТ (Л* (ы). я,” 00) = 9 € Я(П» : вир М^д, |к|)(ы(к))-1/’(1 - |я|)‘+1/’< I лев
где 7 = (а + 2)/д - 1,

Яро° = { / € Я(И>) : зир Мр(/. Н( 1 - г)' < оо,
где ы определена в |с| < 1 до (Г), ш € Лг(Т) - вес Махенхаупта, (ы(х)) €л1(й1)П(ь), ад>1,и 
Мт(Л’(«),Л5) = д € Я(Р) : вир М,(Рд, |х|)(1 - |х|)*(ы(х)) -1/«

где нл функцию и/(г) и параметры наложены тс же ограничения

Д>0, а>-1, в = 1/7-К/3+1)/р, а€(29/р֊2.29/Р֊П-



ее Р. Ф. ШамоянМы только вкратце очертим доказательство этой теоремы. Доказательство вло­жений С стандартно и опирается на Лемму А, теорему о замкнутом графике и подбором пробной функции //(։) = (1 - xz)"(m+l,t (m G N) (см. [12]). Для дока- затеиьства обратного утверждения, необходимо использовать Теорему 1 и факт, что мера
= (1 - о>0' И*)16(О,1). хе о,является мерой Карлесона.
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