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Резюме. В работе вводятся и рассматриваются обобщённые пространства типа 
Лизоркина-Трибеля, порожденные положительными, бесконечно дифференциру­
емыми функциями полиномиального роста. Доказывается двусторонняя оценка 
К-функционала Петре для пар пространств типа Никольского-Бесова с разными 
анизотропиями. Доказаны некоторые интерполяционные формулы “вещественно­
го метода” пространств типа Лизоркина-Трибеля и Никольского-Бесова.

§1. ВВЕДЕНИЕ

Ещё в шестидесятых годах были введены пространства Соболева, порождённые 
некоторым полным многогранником. Для принадлежности функции к таким про­
странствам требуется, чтобы не только чистые производные соответствующего 
порядка принадлежали Ер, но и некоторые смешанные производные.
Если вершины многоугольника не являются мультииндексами, то гладкость 
функций из соответствующих пространств типа Соболева, задаётся как образы 
Фурье с помощью некоторой функции р(£) полиномиального роста, которая 
определяется первоначальным многогранником. В работах [1], [2] были введены 
и рассмотрены пространства типа Соболева-Лиувилля Нр(р, R”) для некоторых 
весовых функций р(£).

В классическом случае, если р / 2, то для описания пространств следов и ин­
терполяционных пространств "вещественного” для пространств Соболева, при­
ходится рассматривать пространства Бесова. Если функция /х(£) отвечает неко­
торому полному многограннику, то, как и в классическом случае, пространства
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Бесова допускают представление методом декомпозиции (см. [3], [4]).
В более общем случае, например когда нарушается условие Нт р(£) = ос и 

КНоо
следовательно метод декомпозиции не применим, обобщённые пространства ти­
па Никольского-Бесова были введены в работах [5], [6] посредством интерполяции 
соответствующих пар пространств типа Соболева Лиувилля. Основным обстоя­
тельством является свойство “квазилинеаризуемости“ (см. [7]) пары пространств 
типа Соболева-Лиувилля, которое даёт возможность двусторонней оценки К- 
функционала Петре [7], [8], [9].
Таким образом, используя интерполяционные свойства “вещественного” метода,
имея соответствующие результаты для странств типа Соболева Лиувилля.
удаётся перенести их и на пространства типа Никольского-Бесова.
Как и в случае классических пространств, случай пространств Лизоркина- 
Трибеля обстоит несколько иначе. Для рассматриваемых пространств типа 
Лизоркина-Трибсля имеет место аналог теоремы Пэли-Литтлвуда, которая 
устанавливает связь между исследуемыми пространствами типа Лизоркина-
Трибеля и Соболева-Лиувилля. Доказательство основано на теореме П. И. Лизор- 
кина о мультипликаторах Фурье [10] для векторнозначных функций (автор на­
меревается привести доказательство в ближайших заметках).

§2 . ОПРЕДЕЛЕНИЯ ПРОСТРАНСТВ
Будем говорить, что положительная функция р Е С°°(1КП) полиномиального 
роста принадлежит множеству С+, если существует постоянная с > 0 такая, 
что неравенство

|£<Ч>°Р(€)| < смЮ (1)

выполняется для любого мультииндекса а с компонентами из множества {0; 1} 
и любого ( Е К” такого, что П?=1& 0- Из теоремы П. Лизоркина о мульти­
пликаторах Фурье (см. [10]) и оценки (1) следует, что любая ограниченная в R՞ 
функция из С+ является мультипликатором.

Определение 1. Пусть 1 < р < оо, —оо < з < оо и р Е (л4՜. Положим

я;(м,к՞) = я;(Р) = {/ е 5': ||/||я = |к՜՛ < «>}-

Пространства Я’(р,1й”) были рассмотрены в [1), [2]. При р(£) = (1 + |£|։)1/: они 
совпадают с классическими пространствами типа Соболева-Лиувилля, поэтому в
Дальней II ем будем их называть пространствами типа Соболева-Лиувилля. Если
положить
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то определение указанных пространств типа Соболева-Лиувилля принимает вид

Как и в случае классических пространств, определим пространства типа Ни­
кольского-Бесова посредством интерполяции пар соответствующих пространств 
типа Соболева-Лиувилля.

Определение 2. Для любых 1 < з < оо, 1 < д < оо, —оо < з < оо и любого 
р € С+, положим

Для этих пространств имеет место аналог известной формулы “вещественной*՜ 
интерполяции [6] : 

где 1<р<оо, 1<д<оо, 0<#<1, —оо < зо 31 < оо, з = (1 — #)зо 4- #«1, 
р € С+.
Следующая теорема о представлении рассматриваемых пространств типа Ни­
кольского-Бесова доказана в [б].

Теорема 1.Для любых 1 < р < оо, 1 < д < оо, —оо < з < оо и р € С+, имеют
место следующие представления (с обычными видоизменениями при д = оо) :

/ е $'(й"): 11ЛЙ?’ =

ч

Ьр(Н-)

Определение 3. Пусть 1<р<оо, 1<д<оо, -оо < з < оо и р 6 С*. Положим

^„(м) Н/Нг =



Интерполяционные свойства обобщённых пространств типа ... 19

§3 . ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПАР ПРОСТРАНСТВ ТИПА 
НИКОЛЬСКОГО-БЕСОВА С РАЗНОЙ АНИЗОТРОПИЕЙ
В [9] доказано, что пара {Н* (р), Н^н)} “квазилинеаризуема” с помощью опера­
торов

, Г
Уо(4) = Г՜1 — (3)

ледовательно имеет место следующая двусторонняя оценка для К-функционала
Петре :

(“) 

см. Лемму 1.8.4 в [7]). Используя (3), можно оценить К-функционал Петре также
ля пары { (/1), В},пространств типа Никольского-Бесова.

Теорема 2. Если руи Е. , 1<р<оои1<д< оо, то интерполяционная пара 
«Пр 9(и)} пространств типа Никольского-Бесова квазилинеаризуема с 
помощью операторов

ИЪ(«)/ = г՜1 р2 4- <2р2 ) [ р* + 1£и£ ]

|де / € В^ч(р) 4- I > 0.

Доказательство. Прежде всего заметим, что Ио(<) 4- Ик(<) = Е (< > 0) и

2 2 2

+рн е М|” И + РН € Мр (< > 0)1

Где нормы этих функций не зависят от I (см. [10]). Следовательно,

< Н/Ня’(*ф

цимолам = й711*;՛*”
НИЧО/Нг, <с||/1к, (* = о,1).

^о(/) : (я), ^1(0 :

Тогда, используя интерполяционное свойство “вещественного” метода, получаем
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wat); (Я», L„)1/2 ։ (Я», £,)։/2.,, (5)

где интерполяционные пространства определяются с помощью (2). Тогда 

w>(t): в;,м в;,(м). wat) ■■ в^)-

Аналогично получаем

Wi(t) : В*(1/) %(t):B*,,(p)-^B;,(/x) (у = 0,1).

Теорема 2 доказана.
Непосредственным следствием свойства “квазилинеаризуемости” является дву­
сторонняя оценка Я-функционала Петре (см. [7], [8]).

Следствие. Если р, v € G*, 1<р<оои1<д< оо, то для f € В? g(p) 4֊ В? g(v)
и t > 0 имеем

где

(в}.,№-в'г

К (tj, В}^), В}.^)) ~

Теорема 3.Пусть д, и € G+, 1 < р < ос, 1<^<оои0<1?< 1. Тогда

я

в^(м)пдо,(р)

Доказательство. Из (6) и определения метода “вещественной” интерполяции 
[7], ^8], имеем

где
dt

ОО

р2 4- t2v2

М 
р2 4- t2v2

dt

Заменой переменной — Си применением Теоремы 1, получаем

* du 

п).,м “

11/11?

՛
о

о

и

о
и-^я/^ р-1 г + и>/2Г/
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4 4и <И 
I. “ ‘ ' (8)

Ш/ ц
о

Далее, с помощью (4) убеждаемся, что

яС'2 
р2 4- ш/2 р2 4- /

и

эквивалентные величины. Поэтому, из Теорем 1 и 2 работы [5] вытекает, что
формула (8) принимает вид

я

ОО

(И

(И
(9)

(я’(и).я’(«՜))

р'—^р/
о

Аналогично, для А1 получим

о о

I и֊^/2 
о

и112р2Ц
11 2 «1 ><2

(1и
и

оо

иц“р (1и <И 
и t

сП

и-(1+*)«/2 Р/

о

я

оо <п
(Ю)-ТТ-7М

о

Из (8), (9) и (10) получаем

н/п?

оо

О

, \ V«

Я°.,(яЛ')

Теорема 3 доказана.
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§4. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ ПАР ПРОСТРАНСТВ ТИПА 
ЛИЗОРКИН А-ТРИБЕЛЯ
Начнем рассмотрения со следующей теоремы вложения, аналог которой в случае 
классических пространств хорошо известен (см. [11]).

Теорема 4. Если 1<р<оо. 1 < q < оо, -оо < а < оо и д 6 то

' ^Р-Ч^ С ^Р.П1лх(р1Т) (/*)• (11)

Доказательство. Пусть f G В‘р ?(д) Обозначим Gk = F՜1
из утверждения (Ь) Теоремы 1 при 1 < д < р < оо имеем

Ff}- Тогда

H/IIf.jh Н/11в;лЬО-

Таким образом, левое вложение в (11) доказано. Аналогично, меняя очередность
опера й интегрирования и суммирования, доказываем правое вложение в (11).
Теорема 4 доказана.
Теорема 4 позволяет доказать интерполяционные формулы для пространств ти­
па Лизоркина-Трибеля (интерполяционные утверждения для пространств типа 
Никольского-Бесова приведены в [б]).

Теорема 5. (а) Если 1 < р < оо, 1 < q. q0,9։ < оо, 0 < 0 < 1, -оо < я0 # «1 < 
+оо, а = (1 - ։?)я0 + tffl! and р € G+, тогда

= (е;-„(я). в;.՛,»)

(Ь) Если 1 < р < оо, 1 < 40,9! < оо, 1 < 4 < оо, 0 < 0 < 1, -оо < я0 # »1 < 4֊оо, 
я = (1 — |>)я0 4- и д Е С+, тогда

(с) Если 1 < р < оо, 1 <4,41 < оо, 1 < q0 < оо, 0 < i? < 1, —оо < «о < +оо, 
я = (1 - 0)яо 4- 0$! и д € G+, тогда

^.,(я) = (е;».(д),в;,‘<։(д))

Доказательство. Утверждение (а) доказано в [6]. Остальные утверждения 
теоремы докажем с помощью вложений Теоремы 4.
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Пусть г, = тах{р,д,} и т, = тш{р,ф() (։ = 0,1). Тогда из утверждения (а) 
теоремы 5 и правого вложения в (И) имеем

С другой стороны, используя левое вложение из (11) получаем

(р))«.։ э (в;г-.<м).в;.'„,(м)),., = в;.,<я).
Таким образом, утверждение (Ь) докидано. Утверждение (с) доказывается ана­
логично.

Abstract. Some general Lizorkin-Triebel type spaces generated by positive, infinite­
ly differentiable functions of polynomial growth are defined. A two-sided estimate 
of the Peetre К-functional for pairs of Nikolskii Besov type spaces with different 
anisotropies is derived. Some “real method’ interpolation formulas are proved both 
in Lizorkin-Ttiebel and Nikolskii-Besov type spaces in question.
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