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Резюме. В работе доказано, что для любой непрерывной функции /(т) € С(0,1) 
существует гомеоморфизм т отрезка [0,1] такой, что гриди аппроксимации су­
перпозиции Е = / о г равномерно сходятся к Г как по системе Уолша, так и по 
тригонометрической системе.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Пусть Ф = ~ ортонормированная система, определённая на отрезке [0,1].
Для функции / 6 £2(0,1) рассмотрим её ряд Фурье по системе Ф :

ОО

п=1

Cn(/) = [ f(xW>n(x)dx. 
Jo

Будем говорить, что перестановка р = {р(п)}£5.! множества натуральных чи­
сел убывает (для заданного /) и писать р Е если (с^ц)| > |ср(2)| > .... 
Отметим, что такая перестановка единственная, если все коэффициенты Сп(/) 
различны. Для натурального N определим 1У-тый гриди аппроксимант следую­
щим образом :

Я
£»jv(/,x) = GN'p(f,x) = ^2 Ср(п)(/)фр(п)(т).

п=1

Ясно, что GN(f,x) = £ Сп(/)^п(^) для некоторого множества Л/у = 
n^N

при этом #Л/у = N и |сп(/)| > |стп(/)|, если п Е An, th £ Луу. Гриди аппрок­
симация в различных пространствах и по различным системам изучалась во 
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многих работах (см. подробнее обзорные статьи [1] и [2]). В случае, когда Ф 
тригонометрическая система, В. Темляковым [3] было доказано существование 
непрерывной функции /, для которой С?лг(/) расходится по норме £р(0,1) при 
любом р > 2, и существование функции /, принадлежащей Ьр для любого р < 2, 
для которой Сдг(/) расходится по мере. В работах [4] и [5] Кернер, ответив на 
вопрос, поставленный Л. Карлесоном и Койфманом, построил сначала функцию, 
принадлежащую Ь2(0,1), а затем непрерывную функцию / 6 С(0,1), для кото­
рой 0^(1) расходится почти всюду. В работе С. Конягина и В. Темлякова [6] 
получены достаточные условия для сходимости гриди алгоритма непрерывной 
функции. В частности, для тригонометрической системы они доказали следую­
щее утверждение.

Теорема А. Если коэффициенты Фурье функции / € С(0,1) удовлетворяют

ОО
условию 52 |сИ/)1р = о(п1-р) при п -> оо, для некоторого р > 1, то при любом 

к=п

р €£>(/) имеем Пт ||(7£,(Р) - Е||с = 0. 
/V—*оо

В настоящей работе мы доказываем, что произвольную непрерывную функцию 
/ € С(0,1) можно ‘'исправить” с помощью замены переменной и добиться рав­
номерной сходимости гриди аппроксимации как по тригонометрической системе 
так и по системе Уолша. В случае тригонометрической системы предполагается, 
что функция / € С(0,1) периодическая : /(0) = /(1).

Теорема 1. Пусть Ф - тригонометрическая система или система Уолша. Для 
произвольной функции / 6 С(0,1) существует гомеоморфизм т отрезка [0,1], т.е. 
непрерывная функция с условием

О = т(0) < т(х1) < т(х2) < т(1) = 1, 0 < Х1 < х2 < 1,

такая, что для суперпозиции Е(х) = / о т(х) и при любом р € £>(/) имеем

Пт \\ОРЫ(Е) ֊ Г||с = 0. /V—4 00

Аналогичный результат для последовательности 5/у(/) частных сумм ряда Фу­
рье по тригонометрической системе был доказан Г. Бором (см., например, [7], 
стр. 303). Аналог теоремы Бора для системы Уолша доказан автором в рабо­
те [8]. В работах [9] и (10) были получены разные усиления теоремы Бора. В 
частности, в [9) было доказано следующее утверждение.
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1 еорема В. Для произвольной функции f € С(0,1) существует гомеоморфизм 
т отрезка [0,1] такой, что коэффициенты Фурье суперпозиции F = / о т удовле­
творяют условию

|Cn(F)| = о при п -> 0. (•)

Так как ряд Фурье непрерывной функции с коэффициентами Фурье, удовлетво­
ряющими условию (*), равномерно сходится (см. [7], стр. 276), то из Теоремы В 
вытекает Теорема Бора.

Замечание 1. Легко видеть, что из условия |cn(F)| = о (֊) следует, что функция 
F удовлетворяет условиям Теоремы А для любого р > 1. Следовательно, для 
тригонометрической системы Теорема 1 непосредственно следует из Теорем А и 
В. Однако отметим, что приведённое ниже доказательство Теоремы 1 проходит 
и в случае тригонометрической системы.

Замечание 2. Сопоставляя доказательства Теорем 1 и В (см. [8], [9] и равен­
ство (3) ниже), можно убедиться, что построенный в Теореме 1 гомеоморфизм т 
такой, что для суперпозиции F = / от будем одновременно иметь равномерную 
сходимость ряда Фурье и последовательности G/v(F) как для тригонометричес- 
кой системы, так и для системы Уолша.

§ 2. ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 1
Доказательство Теоремы В основано на применении системы Фабера-Шаудера. 
Известно (см. [11], стр. 205), что каждая функция F 6 <7(0,1) единственным 
образом разлагается в равномерно сходящийся ряд по системе Фабера֊ Шаудера

оо 2’ ...
F(x) = Ао>ро(х) + + £ £ А)ЛЧ> ' (®), коэффициенты которого определи-

;=0 1=1

ются следующими формулами : Ao = Aq(F) = F(0), Aj = Ai(F) = F(l) — F(0)

1
Aj,< = A?,.(F) = F

2t - 1
2J (1)2

Следующая лемма непосредственно вытекает из Теоремы 13 главы 4, [11].

Лемма 1. Для произвольных : = 1,2,..., 2Л ; = 0.1,... имеем

п=1
(2)
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Основную роль в доказательстве Теоремы 1 играет следующий результат.

Лемма 2. Для произвольной функции / 6 С(0,1) с условием /(0) = 0, сущест­
вуют гомеоморфизм т отрезка [0,1] и последовательности натуральных чисел 
{М*}Е=о> {^}Г=о. {>*}£*< {»*}£=о такие> что
А) ^к-1 < Мк < £ = 1,2,...,
В) Разложение суперпозиции Г(х) = / о т(х) по системе Фабера-Шаудера имеет 
вид

оо ос
Г(х) = А!У?1(х) + ^2 Ал,^0^’(х) =: 0-1(х)) + ^Фк(х)\ 

к=0 к=о
(3)

С) Ё Е |МФ.)| < ^, 
։= — 1 п=Л/й

* = 1,2...;

Мы
о) Е ШФк)\ < бк, 

п=1

Е) Е |сп(^)|<<5ь 
п=Ык

зир |сп(фл)| < 6к, 
1<п<оо

* = 0,1...,

* = 1,2...;

где числа 6^, к = 0,1... определены следующим образом :

(4)

{( 1 \ 1
пе[1,лг,]:е„1 52^1 > = 0,1...

\1=-1 / )

Доказательство. Без ограничения общности можно считать, что

н/нс < (5)

Мы построим множество точек {{о^}?=о}^0 и посл€^овательности чисел 
{ц )к!0, 1 < *л < 2Л такие, что
а) = 0, 4 = 1. < а'та, если а* = а1т, если £ = ;

Ь) Ит
>ос

тах
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С) /(%25-/) ֊ |[/(а5 ‘) +/(«;)], если (;,»)£ Ц (д-,ц).
*=о

Если такие точки и последовательности построены, то положив

(6)

мы можем в силу а) и Ь), однозначно продолжить т(х) до непрерывной, строго 
монотонной функции на всём отрезке [0,1], причём т(0) = 0, т(1) = 1). Кроме 
того, из равенства с) и формул (1), (6) вытекает, что разложение функции 
^(х) = / о т(х) по системе Фабера-Шаудера будет иметь вид (3).
Точки {а*} будут построены по индукции. Дополнительно нам потребуется 
следить за выполнением условия
(1) для любой пары (т,{), т = 1,2,..., » = 1,2,...,2™,имеет место одно из 
следующих двух условий :

(I) #/(<),
(II) существует интервал С (а^1,^) такой, что

/(т) = сопз€ = /(а^1) = /«) при х€(а^,^).

Положим а§ = а? = 0, = а? = 1, и выберем точку а] € (0,1) так. чтобы 
/ (а[) / 0 = /(0) = /(1). Если это невозможно, то /(х) = 0 на [0,1], и 
можно взять т(х) = х. Функция т уже определена в точках 0, 1/2, 1, и поэтому
определены коэффициенты Л0(Г), Л1(Г) и Ло.1(Г), при этом Л0(Л = А^Е) = 0.
Теперь положим /о = 0, »о — 1> Мо = 0 и выберем No > Мо так, чтобы имело 
место условие Е) при к — 0.
Предположим теперь, что к > 0 и уже определены последовательности {ЛЛ},=о» 

{ЛН=о» {»«}£=о> удовлетворяющие условию А), и точки {{а;Шо}>=о‘+> 
удовлетворяющие соотношениям а), с) и с1). Тогда функция Е = /от определяется 
равенством (6) в точках г = 0,1,...,2*, У = 0,1,.. • >7*-1 + 1. В силу (1) и 
(4) определены функции фя = ՛*՝ 5 = 0,1,...,А: — 1 и числа 6к- Теперь
определим числа Ык, Ч- и построим множество точек {{а* }|=о},=л_։+2- 
Сначала, учитывая Лемму 1, найдём число Мк > №к-1 так, чтобы

^2 52 1с"(^‘)1 1= — 1 п= Мь (7)
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Теперь учитывая, что >||д1(0.1) ® ПРИ / 00» выберем число д >
настолько большим, чтобы выполнялись неравенства

м*
52 icn(^yj)i < 
n=l

sup |cn(^)l < <5*. 
l<n<oo

» = 1,2........ 2Л. (8)

Точки a'j мы построим индукцией по j = д—i 4- 2,..., д- + 1. Предположим, что

2 j
точки {а2}*_0 Уже построены и Д-i + 1 < J՛ < д . Сначала положим

i = 0,l, ...,2< (9)

Построение точек , г = 1,2,..., 2՛’ разобьём на два случая.
Случай 1. ; < д.
Если для пары (д։) выполнено (I), то, учитывая непрерывность функции /(х),

П ' 1

точку а‘+1 мы выберем так, чтобы

(10)

Если для пары (д») имеет место (II), то полагаем =1/2 (о^ + /^).
Случай 2. ] = д. Пусть (а’к-1,а‘*) - наибольший из интервалов (или один из 
наибольших) (д’՜1,а’), г = 1,2, ...,2Л Если ։ / ц, то точка а^1 строится так 
же как в Случае 1. Если ։ = ц., то точка а*’՜,1 строится следующим образом.

Если в интервале I а', 1 + |(а* - а’„։ х),а’ — |(а* — а’ *)) найдётся такая точка

С что /(£) # /(а^՜1), /(£) / f(a'j), то полагаем = (• В противном случае
/(х) = const на этом интервале, причём f(x) = или /(х) = /(а*)). В этом
случае полагаем | (aj-1 + a;)-
В обоих случаях мы будем иметь

max {a^.11 - a^Vi2, ~ a!+i1 } - 7 (a’i ~ a> ։) • 
՝ J ’ 1 J ’ * J • * J • • Д * J J ' (11)

Следовательно, точки {{о’+2 построены. Используя Лемму 1, выбе­
рем число ь > Мк так, чтобы

ОС

n=Nk
k„(V'i‘))i < «». (>2)
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Продолжая указанный процесс, мы определим точки {{а‘}^0}^10. Выполнение 
условий а), с) и <1) вытекает непосредственно из построения (см., в частности, (9) 
и (10)). Так как для каждого к = 1,2,... наибольший из интервалов (а^՜1,^), 
» = 1,2, ...,2Л делится точкой на две части, длины которых меньше 
т тах (а‘ - а\ И (см. (11)), то условие Ь) также выполнено.
4 1<։<2П 7 1

Следовательно, построен гомеоморфизм т (см. (6)). Теперь проверим выполнение 
условий А) — Е). Условие А) вытекает непосредственно из построения. Условие 
В) следует из (1), (6) и свойства с) точек А'у Далее, из (1) и (5) следует, что 
|А;й1,ь| - 1, Л = 1,2,..., а значит условия С), В) и Е) вытекают из (7), (8) и 
(12), соответственно. Лемма 2 доказана.

Доказательство Теоремы 1 : Без ограничения общности можем считать, что 
/(0) = 0. Согласно Лемме 2 достаточно показать, что если функция Г имеет 
вид (3) и выполнены условия А) — Е), то Нт ||<27/у(/г') - Е||с = 0- Сначала 
докажем, что

|сп(Г)| > ֊ £2 |сп(0*)|, если п€П*, Л = 1,2,.... (13)
* ։=—1

В силу условия В), Леммы 2 и (4) имеем

Следовательно

- 52 кп(<Ы1- |= — 1

Теперь докажем, что

|Сп(Е)| < |ст(Е)|, если пбЩ, п>Мк> ш € О,, ] < к. (14)
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Действительно, в силу С), В), (4) и (13) получаем

к-1 ооч оо
КЮ1 < X |с»(Л)| + £|с„(Л)| <** + £>< ЗЛ* < з<5>+1 

|= —1 1=к 1=к

< 3
- 8

<|ст(Л|.

Рассмотрим последовательность

С/у (Г,:г) = 52 с« (Л ^п(*), х 6 (0,1], # = 1,2,....

Положим £\Л = Луу П ((-#*,#*] \(֊Л/ЬЛ^)),

ко = тах {& : П* П / 0}.

Пусть п0 € Ег^ко- Согласно (14), если тп е П?, j < ко, то |сТГ1(/7,)| > 
Отсюда следует, что тп € Л/у. Поэтому имеем

*о-1
С Л/у.

>=1

Учитывая (3), будем иметь

ко — 1
Сдг(Г,т)= 52 52 Сп(Ф*) ^п(а?) + 52 сп(</>*0)^п(х) + 

пЕЛд/ к=—1 пЕЛд/

ОО
+ 52 52 сп(Фк)^,М =: Л(х) + /2(т) + Л(г).

н€Лл- к = Аг0 + 1

(15)

Сп0(Л|.

(16)

(17)

(18)

Из (16) следует, что

/ко — 1 \
л(я)= 52 Сп 52 1М2О+

п = 1 \к= —1 /

пЕЛм. п=^0«,4-1 к=1
с„(<м<м*)=:/;(х) + /;'(*)•
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Согласно С), Е) и (4). имеем

|ВД֊ВД<
к0-1

*!(*)- 12 «м*)
к=-1

*0-1
Г(х) ֊ 52 фк{х)

Л=֊1

(19)

где 7*0 =
^о-1

Г- Е Ф*.
*=0

|Сп(0л)| + 7Л0 — 2^0-1 + 7Ло’

. Аналогично

Ло — 1 оо
/"(*)< Е |спЛ)|< 2^.-1-

*=-1 п=Л/*0_1+1

По Лемме 1 для величины I? имеем следующую оценку :

|/։(։)|<||^.|1л<С-Ил0.ч1-

(20)

(21)

Чтобы оценить величину /з заметим, что из (15) следует, что если к > ко и

п е Ем,к, то п £ 9*, т.е. Сп = 0. Следовательно, с учётом с), получаем

52 |Сп(Ф*)1= 52 
п€Е/у,к п€^,ь 1= —1 п = Л/й

|Сп (Л)1 < 6к.

Отсюда находим, что при к > ко

л/ь-1 °°
52 |сп(0*)|< 52 |сп(&)|+ 52 12 1сп(ф*)1 <3^.

п€Д^ п=1 п€Е«л п=/Ук + 1

Следовательно

ОО

л< Е Еь(^)1<з Е 6^3^- (22>
*=*04-1 п€Дх *=*о + 1
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Из (17) - (22) получим, что ||Сл^(Г) - ^||с < 46к0_х + 36д.о + 7*0 + С• Ил0Ло I• Так 
как ко -> оо при -4 оо, то из (13) и (15) получаем 1пп ||С7//(/г') - /'’||г,0 п = 0. ЛГ֊>ОО
Теорема 1 доказана.

Abstract. The paper proves that for every continuous /(x) € C(0,1) there exists 
a homeomorphism r of the segment [0,1] such that the greedy approximations of 
superposition F = for by both Walsh and trigonometric systems uniformly converge 
to F.
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