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О ПРОСТРАНСТВАХ ГОЛОМОРФНЫХ В ПОЛИКРУГЕ ФУНКЦИЙ 
ТИПА ЛИЗОРКИНА-ТРИБЕЛЯ

Р. Ф. Шамоян

Брянский государственный университет. Россия

Резюме. В статье рассматриваются аналоги со смешанной нормой некоторых 
обобщений пространств Лизоркина- Трибеля. В первом параграфе исследование 
дробного операторного интегрирования приводит к характеризации таких про­
странств. Во втором параграфе получены оценки для коэффициентов Тейлора. 
В третьем параграфе описаны все ограниченные линейные функционалы.

§1. ВВЕДЕНИЕ
Аналоги пространств Харди Нр и Джрбашяна гладких функций в единичном
круге Б = {г : |г| < 1} комплексной плоскости С изучались во многих работах 
различных авторов (см., например, [1] - [3]). Обобщения этих пространств в еди­
ничном круге в поликруге Бп и в шаре В" комплексного пространства С”.
называются классами Лизоркина-Трибеля голоморфных функций и рассматри­
вались в работах [4] - [11]. Аналоги этих пространств в 1И" изучались в [11].

настоящей работе исследуютсяВ свойства голоморфных в полидиске функций
из пространств типа Лизоркина-Трибеля и с помощью дробного диф­
ференцирования, теорем вложения и описания непрерывных функционалов.
Для определения пространств и и для изложения результатов введем 
стандартные обозначения. Пусть Б" = {г = (*!•••-12п) : 1’;1 < 1> 7 ~ 1. - »п} 
- поликруг в С”, Тп = {г = (<?!»• • • >2л) : 12;1 = 1» 3 ~ !••••»«■} его остов. 
1п - [0,1]п. Обозначим через Я(Д") класс всех голоморфных функций в Г". Для

*11*2 €СП, 21,1; / 22Д-, к = 1,...,п, 3 - положим

п

|31 - ггР = 121Л “ 22лР> 7 €
И=1
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Через (М<2,։(г) обозначим нормированную лебегову меру <7ПЧ = <71К։ - ЛП 
на [7,։, а через (1ти(£) - лебегову меру на Тп. Через НР(1Р') обозначим класс 
Харди функций в полидиске 1/п. С каждой функцией / € Н({/’') свяжем оператор X
Иа : Н(Цп) »—> //((/’*), а € III дробного дифференцирования

52 Г(А; + 1)Г(а+1)а*’.... ’ г

п
Г(а + £+ 1) = 1}Г(а + ^ + 1),

>=։
/ Г(& + а + 1) V1
\Г(* + 1)Г(а + 1)/ ак'....кп 1 4% Р°/(2) = /(г).

Запись А < (р, д'} означает, что А < ппп(р, д), а запись (р, д) < А означает, что 
гпах(р. д) < А. где Л, р, д - некоторые числа. Пространства и Р^ при 
О < а.р. д < оо определяются формулами

<Ж) = {/€Яр(С7п):|К₽., = 
V а ,0

( (/127“ А««)1’(1 ֊ <'">„({)<+оо|, (1.1)

с;.Ж) = {/еЯ’(У"):1Крл = 
V а

|я°/(Я4)1<7(1֊л)/3</я б/шп(£) < + ОО (1.2)

При р = д = оо рассмотрим стандартные модификации (1.1) и (1.2).
Для п = 1 классы огр’ и Р™ содержат пространство Джрбашяна и про­
странство Харди-Соболева Нр :

<^(И) = А^и) = Р™, <^_,(С) = ^.,(£7) = Я£(£7).

Последнее равенство следует, например, из результатов статьи [12].

Замечание 1. Классы типа а£'ч3 при р, д > 1 были введены и исследованы в [10]. 
Статья организована следующим образом. В параграфе 1 рассматриваются эк­
вивалентные нормы (квазинормы) для классов ар՝и Г^'ч0 (в 1Н" задача нахож­
дения различных эквивалентных квазинорм для классов Рр ч была рассмотрена 
многими авторами, см. [11]). Параграфы 2 и 3 посвящены классам /^^(С/0). В 
параграфе 2 рассматривается оператор О9 в классах и Приводятся 
также различные оценки для коэффициентов Тейлора (см. [1]).
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§1. ЭКВИВАЛЕНТНЫЕ КВАЗИНОРМЫ ДЛЯ ПРОСТРАНСТВ

Теорема 1. При 0 < р < оо, 0 < д < оо, (3 > под - 1, 4 > п-уд - 1, д > р, 
= 7֊ а, а,у>0 и £рпах(а ՛>/ ^ нр следующие утверждения равносильны

"" I) /е<’а(1/"), 2) /6<’(У).

При п = 1 и р = д утверждение Теоремы 1 хорошо известно (см., например, [14], 
(15])-
При п = 1, р = д, (3 = д(а-5) —1, а > 5 классы Рр՝^ совпадают с аналитическими 
пространствами Бесова АВр$р(Р) (см. [16]). Эквивалентные квазинормы другого 
вида (типа ВМО) для функций из этих классов, принадлежащих пространству 
Нр, были получены в [17].
Для доказательства Теоремы 1 нам понадобятся некоторые вспомогательные 
результаты.

Лемма 1. При а > О и 0 < р < сю

^п)|(1 Н/11я*(Ь7" )> (13)

и

вир |Ра/(г16,...,гп<п)|(1 - Г!)“"
\ 1/Р

<3тпп(£) )

(14)

Доказательство следует из Лемм 1 и 2 в [13].
Здесь и ниже используются следующие обозначения : запись А < В означает, что 
существует положительная постоянная С такая, что А < СВ, а А ~ В означает, 
что существуют положительные постоянные С1 и С2 такие, что С] А < В < С2.4.

Ниже будут использованы следующие соотношения . 
1°. Пусть 0 < р < 1 и / € Р0₽’<?р+2р-2(6ГЛ)- Тогла

р
</пг2п(г). (15)

2°. Пусть 1<р<оо,£>0иа> -1/р. Тогда

]/(*)!
|1 — и)г\3

(1 - |г|)псйп2п
|/(г)|р(1֊|г|)ор(1֊Н)-$р 

|1 — wг|^՜2՜*։p՜,՜2
(/т2п(г).

(1.6)
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3°. Пусть /.q € Н(1/’։)։ г € Г* и а > 0. Тогда

7֊; [ f(rt)g(rt) dmn(t) = 
(27Т)" JTn

= Г ’Г [ П°9(НЫ(ЯЫг2 (17)
(Г1 * гп) Уо У о Утп

Оценка 1° доказана в [3]. а оценку 3° можно найти в [21]. а соотношение 2° следует 
из неравенства Гёльдера и оценки

L/" Ш=х11 ֊ МГ։ 2п( } - Ш=1(1 ֊

72 > - t 71 > 72 + 2, w € Un.

Лемма 2. Пусть Н? ч'° (0 < р, д < оо, а £ (-1,оо), /3 > 0) - пространство всех 
функций / € Щи), для которых

II/IIV. - = / М’(Рй/,г)(1 - r)“dr < +оо 
я JQ

(со стандартными модификациями для д = оо, см. [18]). Тогда О3/ £ Н^'ч'а в 
том и только том случае, если О3/ £ НРЧ'а, где

D3 : H(U) H(U), (D‘3f){z) = ^k + l)3atzk. 0 6 IR. f(z) = £ <ztzk. 
k>o |fc|>0

(1.8)

Доказательство можно найти в [18].

Лемма 3. Пусть u,v > 0, 7 - s = 7,s € R. 0 < р < оо и DmAx^՝^f G Нр.
Тогда

(г \1/р (г х 1/р
sup / |HV(rO|₽dmn«) (l-r)u^sup / |Ds/(rC)|p</mn(e) (l֊r)։'.
r€/ \Jr՞ / r€Z \JTn /

Доказательство. Сначала предположим, что р < 1. Имеем

^V(r€) = C(7)/ Д'£Р/(гЛ€)(1 - f>0,
Уо Уо

(l-r)“’M’(DV,r)<J =

|OW'/r(R{)|(l - R)։-'dRt ■ ■ ■ dR„
p
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где /»(Я£) = • • • >гАп£п) (г € 1. R, € /. г = 1,...,п). Учитывая оценку
(3.4) (см. §3), получим

3 < (1 - Г)“" / / |О'’О'Л(Л{)|',(1 - Пр-'ЛЯЛп.К) <
УТ” У/п

< (1 - г)“’ / [ |О*(О-"О-'Д'/Г)(Я4)|'’(1 - Лп„({) <
У/п

<(1-г)“”/՜ [ |О'Л(Я?)|'>(1-гН)|-'-1+*|'>ЙЯ<<т„((), <-, + 7>0. 
У/" Утп

где для доказательства последнего неравенства мы воспользовались оценками

^(07,г)<(1-г)-'Мр(/,г), (>0, 
л/р(£>7,г) = мр(р7,г), (ей. /е Я(С/), ге/

по каждой переменной, см. [13], [18], [19] (голоморфная функция в Цп обладает 
тем же свойством по каждой переменной г1,...,гп в отдельности, см [20], [24]). 
Следовательно

3 < (1 - Г)"'՛ ։ир Яг)[(1 - Я,г) • • ■ (1 - ЯлГ)]1’7" X
Я€/п

х [ [(1-Я1Г)..-(1- Апг)]<-"-<+в-1,/м>р(1 - < 5,
31"

где
а = вир лто՛/, яг)[(1 - я,г>•• • (1 - «„г))1”'“. 

яе/п

Далее, 3 <—

и п

< ։ир М'(£>'ЛЯг)П(1-Я*г)“+ вир П(1֊/г‘г)^ -
Л/г<ттЯ, д,=1 Л/г>пнпЛ, д.= 1

< - г)1՛” + ։] < С5ирЛ/;(Г>։/.’-)(1 - ГУ".

Для доказательства обратного неравенства проведём те же рассуждения в обрат­
ном порядке.
Пусть р > 1. Используя интегральное представление М. Джрбашяна (см. [3]), 
для к = 1,..., п имеем

<1р/)(нЧ) = смД 2п(ш)’ 2‘= |г|а
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и

(D4)(M2{) = С(П) / D‘fM(»)D-D' 
Jun

1
(1 - wz)a+2

(1 - |w|)ftdm2n(w).

Ясно, что (D՜/)(|z|2£|w|) <

D~sDy-------------------
(1 - |w|wz)°+2

(1 - |w|)°d7n2,։(w).

Применяя соотношение

sup |Z?'&(|w|)| « sup
|w|<l |w|<Cl

.g(H) , geH(U), t € IR

по каждой переменной |Wj| (j = получим

sup 
|w|<l

D~sDy 1
(1 - |w|wz)Q+2

b-sbybe՝+l I----- ------
V 1 ֊ |w|wz

Следовательно

________ 1________
(1 - Iwlwz)0՜’4"^2

1
(1 — wz)Q_։+֊)+2

(1 - |w|)Qdm2n(w).

В силу (1.6) имеем

Р7|г|(ш)Г(1-М)°»’-»’
|1 - гйг|(“-’+т-с)р+2 dm2n(w).

Поэтому, для достаточно большого положительного а получаем

M'fD'f, |z|)(l - |х|)“₽ < sup M₽(D'/,|z||w|)(l-|w|H)>”’/"x 
|w|e/n

J In

(1 ֊ |ы|)ар-еР(1 ֊ |w||z|)-t)p/n 
(1 - |w||z|)(°֊’+^-H+i d|wi| • • -d|wn| <

< sup |z||w|)(l - |w||z|)v₽^n.
|w|€/n

Доказательство Леммы 3 завершается рассуждениями, аналогичными случаю 
р < 1.
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Замечание 2. Рассуждая как и выше можно доказать, что

7-« = и-и (19)

(для п = 1 см. (14)), где

Л
1 - г = Ц(1 - гк), Тке1, ре(0,+оо), и,и>0, 7,3 €1Я 

Ь=1

Следующая лемма содержит аналог формулы Литлвуда-Пэли.

Лемма 4. Пусть € Я(€/п), ( > -1, 7 > 0 п € X где У - множество 
натуральных чисел. Тогда

Лг1)9(г1) атм = (г((7)Г((+л) Л (/■Л(ЙШ' Х 

х([ (р->+1+19г(Дг«))(1-лГ‘1Й+*<<?։) ‘/т"Ю <110)

Доказательство, опирающееся на формулу Лиувиля, приведено в [23]. 

Доказательство Теоремы 1. Легко видеть, что 

г Г г1 л 1р/ч
||Л1|Р„., = / / Р°Л(г)|’(1 - Н)3Ф1 ^П(О = А + Л,

0,3 УТ'п [Уо

где

|£>°л«|’(1 - М)ЙФ1
р/<7

<К(0-л
Оценим Л и 72 отдельно. Для 1Х при (3 > апд - 1 имеем

8ир|£>%(^)1р(1-121)орп‘/гп 
г<р

Используя Лемму 1, получим

Л < /" зир |£>%(-г)|р(1 - к|)пр"^п(€) < ПЛ 
]тп Г<1

(1.11)

Для 1> имеем

шах
р/я
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В силу Леммы 3
?ТП

Используя неравенство

/Г1 \1'4

1 = /֊■• (/ 1', - к1|)в(1 - |^|)вф1| ф2|) *п2(0,

где Л1-рЛ2 *) = /(Р12ьР222). 2« € [/, р, € / (» = 1,2). Далее, I = /} + Ц + Ц +/£,
где слагаемые // (։,} = 1,2) образуются разбиением внутреннего двоичного
интеграла £ /0‘ на Ц = Ц' , /■ = /' и /' = /Д .
Воспользовавшись Леммой 1 и обозначением = |21|£1, зг = при (5-ад >
-1 получим

зир(С(р)(1 ֊ р)°) < ( / (С(р))’(1 - р)ач-'(1р] , а > 0, 7 6(0,00),
РЕ1 \^о /

где б(р) - положительная возрастающая функция, а также неравенство Минков­
ского, получаем

М’(Р7,р)(1֊Л
р/ч

ь0՝?‘

Наконец
11Л112-а ,3 РПЯР((/П) + н/н^

Обратно։? утверждение можно доказать приведенными выше рассуждениями в 
обратном порядке. Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Для / € Нр(ип), (3 > ад- 1, I > 77- 1, 7 > р, = 7-0, а,7 > О, 
О < р < оо, 0 < 7 < оо следующие условия равносильны :

1) ,2) /бГ'.ДО").

Доказательство, аналогично доказательству Теоремы 1. Для простоты прове- 
дем его для п = 2. Имеем

I (г։,гг)|’(1-|г1|)'’(1- |г2|)'’ф1| </|а2|
р/ч

^П2(^) <



() пространствах голоморфных в поликруге функций . 65

Бир \Оа/Р1^ *«2«) < 11/11?,,^.,,

2
1

Р2
к1|)Л(1֊|г2|)аф1Н|гг|

Pl я
^2«) <

Pl ՝Р2 ЫГО -wr dm2(4) <

Аналогично можно оценить 1\. Используя Лемму 4 и (1.9), прлучим 
р/чч

Р2

Р1 Ур2

(7 [ (1 ֊ Ы)/’-°’Ф1՝)
VJp! J P2 /

dm2(() <

1*11)о։'(1-|*2|)“'> </я>2(()х

р/ч

< ИЛьиИ^)«։ ֊ ₽.)(1 - P2)l(fl-O’+1’5 =

(112)
= Мр(/,Р1,/>2)[(1 -Р1)(1 -

< Mp(£>V.Pi,P2)[(l -Pi)(l ֊ft)]<1J-n’+1|/’+
IP Q

Наконец, в силу Леммы 4, (1.9), (1.12) и неравенства Минковского, имеем
'1 < [мд/г/.л.лле ֊ !>х )(1 ֊ р2>| 

»
г £

ip

§2. ОЦЕНКИ КОЭФФИЦИЕНТОВ ТЕЙЛОРА И ДРОБНОЕ
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ В ПРОСТРАНСТВАХ ТИПА 
ЛИЗОРКИНА-ТРИБЕЛЯ
Усиленная версия хорошо известного неравенства Харди (см. [1]) была установ­
лена в [6] :

< Cll/ll

Здесь Г,
Л>0

(С7П) - “предельный" случай классов типа Лизоркина-Трибеля голо-
морфных в поликруге функций, определяемых условием

Н/П',.- = f ( S'֊P P"/(’-f)l(l ֊ r)d J dm

где р,(3,а 6 (0, +оо) ֊ фиксированные числа.
Распространим оценку (2.1) в трех направлениях : на все значения р < 1. на 
более широкие классы и на случай поликруга ип.
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Теорема 3. Пусть f G F£’^°((/n) с 0 < р < 1. Тогда имеет место оценка

а,. >о
!«>,. >,1

(А֊ + 1)։/p-o+i (2.2)< CH/llr-tt,.).

Замечание 3. При п = р = о = 7 = 1 оценка (2.2) совпадает с (2.1).
Доказательство Теоремы 3 основано на следующей лемме из [22].

Лемма А. Пусть X локально выпуклое пространство, р положительная 
конечная борелева мера на и и р € (0.1) фиксированное число. Если для любых 
( Е Т и г > 0 имеет место неравенство

G О : < г} < CTrOi-,

ТО

IIFII.vWz) < С(р.Х) QT IlFd&dm«))’ ’
(23)

где F:(p) - голоморфная функция в U, а НР(Х) - пространство Харди на 
квазинормированном пространстве X.

Замечание 4. Идея привлечения теорем вложения векторнозначных прост­
ранств к изучению свойств пространств голоморфных функций типа Лизоркина 
Трибеля впервые было использовано в [23]. Ниже неоднократно будем использо­
вать этот подход.
Пусть X класс всех измеримых на [0, 1],։ функций G, удовлетворяющих условию 
sup G’(/?)(l - R)d < 00. Легко видеть, что
Я€/п

D"f(pRU = /(Р1Л16.......рМ) = Л(р) € X,

а мера р удовлетворяет условиям Леммы А (см. [19]). Следовательно

[ / (sup |D‘։/(KM>1₽)|(1 - p)fl) (1 - Я)1'»-։</т(¥>,)</(Я,) <
JTJI \рС1п )

< \т CS€/₽" 'РО<РХ1....
Jm(G) (2.4)

где г = (г1։р2........ рг։),

^'V(r^) ֊ D '/(ri€bP2<p2/?2,p„։pn^„), dp(z) = (1 - И)1/₽ 2Фпг(г).
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Умножив обе части неравенства (2.4) на (1 - Я2)։/р՜2 , проинтегрировав этот
результат по г2 = <р2Я2 и применив неравенство Минковского и Лемму А, 
получим
[ I (вир |О‘7(РМ>Л)|(1 - р)-Л (1 - Я֊) 
/г/ •/и \ре1я /

- Я։)։*-’*п2(в|) Лп2(22) <

....«.М’-бЛП-гУ’

\ Р 11 у
(1-Яз)1/г2</т2(г2)) р^тпз(б) (25)

< [ [ (зирЦР 
7т 1т \гЫп

•*>.-,......Мий,г26)|(1-г)" ) 4т((|)<йп(6)
1/р

Повторяя эти рассуждения (п - 2)-раз. получим
- / к П

() Лп(6)"'*п(4п) (2 6)

Доказательство Теоремы 3. Согласно Лемме 5 имеем

1<И1,..,*П| = Нт

(2.7)

где 7 > О 
п

(Ч)‘=(П«1)‘' -(гп«„)‘-, (1֊ЯГ= П<։-*‘)т. «*Г»€/ (* = 1.... п).
к=1

Заметим, что при г, Я € 7П
ОО ОС

|£)3+1+зр-а(Я^г)*| < (^4-1)^1+՝>-°(Яг)*, 52 ... Я?1 •• я;- = (1-Я)՜1,
к,—0 к,=0

Следовательно, используя (2.6), из (2.7) при — 1/р получим
....А>1

(к + 1)»/р>3-а

Доказательство Теоремы 3 завершено.
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Георема 4. При 0 < 7 < 1 и о > /3 4- справедлива опенка

sup )ld - Г)"
У

dmn(£),

где t 6 (2 - 7 + (0 - 0)7,1).

Доказательство следует из (15) и (17). Действительно, рассуждал как при 
доказательстве Теоремы 3, получим

А’п 
П Pdm2n(w).

Учитывая неравенство

Е-Ш”
Ari >0 kn>0

С(7) 
(1-М)*1’

s > ֊1.■■\wn\k^(k + ir <

получим

у՝ у՝ 1а*
кп >0

sup |Е>°/(г£)|(1 ֊ г)43 X

Теорема 4 доказана.
Замечание 5. Легко видеть, что при 7 = п = о = /3=1 неравенство Теоремы 4 
в точности совпадает с (2.1).
Следующая теорема была доказана в [3] (см. также [1], [2]).

Теорема С. Пусть f £ AP(Un) = F^(l/«) и f(z) = £ akzk (к = к։ ...к„). 
|к|>0

Тогда
1 ■ = О (к՜^֊1) при 0 < р < 1 и |afc։....кп | = О (к^) при

1 < р < оо.
2°. Если 0 < р < 1 и—1 < a < ос, то

£ (к + 1)₽ о֊3|ад-,„ *„1" < С(р,а) / |/(z)|»(l - |z|’)«dm։„(s), 
i։ .*„>0 J^n

(2-8)

где (к + 1) = (к։ + 1) - (кн + 1).

Следующая теорема является обобщением Теоремы С.
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Теорема 5. Пусть / € ^(С/п) и /(г) = £ акгк (к - /гх .. .к,,). Тогда
1*1 >0

X, I“*'.....< 11/11^-,, 0<9<(р,1),
£‘ г0.3

А>* |(...( к и > О

£ |а».....*.|’«: + 1)-а-2+’-г о<р<,<1
0.3

*1,. .*„>0

Доказательство. Сначала докажем оценку 1°. В силу Теоремы Е из §3 (см. 
также (23])

где (Го’’)' - пространство, сопряжённое к Снова применив Теорему Е. 
получим

|<Ц *п| = о(*^+' ПРИ
|а*։ = при

О < р < 1 < д < ос,

О < р.д < 1, о € (-1,ос). (2.Ю)

а € (-1.ОО), (2.9)

При 1 < р.д < ос имеем |а*։....*п| = О (к 1 ), поскольку при 1/р + 1/р' = 1,

1/д+1/д' = 1

114' и

При 1 < р. ц < ор предыдущие оценки можно получить иным путем. Действи­
тельно

□։•.....4.4' » с I Л^)е-‘1‘,,։
Утп

н/11х < |ЫМтПп(0, /(г) = / д(г<) <йп,.(0.
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а поскольку X е< ть банахово пространс тво, то имеем

Н(ХА г* Нт4!/։) — / 11/(’г0Нд<»(р)^/пГ|(О, 
Ут-

<? € [1. оо), р(г) = (1 - г)°(1г.2 €

Далее, при р € (1,оо) и д € (0. эо] имеем ||/|1г'-’ — Н/Нг*’ ’’ следовательно 0.о М|О\
I«*#՜ ’ < Н/Нгр>’- Отсюда следует, что |<2а| = О\к 9 ) при 1 < р,д < оо 
и |щ| = (9(1) при д = оо. 1 < р < оо, а = 0.
Последняя оценка в 1° следует из вложения

|Г(Я£)Г(1 - <

\ р/ч
|Г(/г{)|’(1 -/?)“</«] Лп„(<)

1 
у

и соотношения |а*,.։....кп I = О ) (/ € ^0,п* 0 < <7 < !)• Оценку (2.10) можно

получить следующим образом. Пусть у € Гу^СУ”) и 0 < р, д < 1. Функция С. 
определяемая формулой

г > 1/2,

лежит в Д։\ = ^п’1((/п). Действительно, в силу (1.7) при достаточно большом
/3 > О

[ |СлР
Jтn

1
1 - гй^Яр

|<7М(1 - Н)13՜1 О3О'} </ги2п(ш) ФЧп(^).

В силу Леммы 3 имеем

и, ֊ 11£,1 + 1№о11и՛ (I _р|ш|)3+<

Поэтому, в силу (3.3) из §3, при у ■= а Л 2 - 1/р - (а 4֊ 1)/д

[ [ |С(р<)|йтппЮ(1 -Р)°^< 
յI" Утп

|у(и>)|(1-М)‘,-1(1-//)"
(1 - р|ш|)3+^

(/рА>|2„(ш) < ||д|| < 11^11^;’-
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Таким образом, если 6?(г) = £ с^г1'. то по Теореме С |с; | = О(А-о+։). и по 
1*1>о

определению функции С имеем |сд| « Отсюда следует, что

Ы = 0 * <? р 9 е С?-
1*|>0

(2-11)
Перейдя к оценкам в 2° заметим, что в силу (3.3) при п > -1 и 0 < р.д < 5 < ос,

(2.12)

где г = |г|< и у = ) д - 1. Поэтому из (2.8) и (2.12) получаем

^2 (А; + 1)'-а"3К.,....< ||/1Ггор;, 0 <р,д< з< 1. (213)
1*1 >о

Легко видеть, что при </ = р = з < 1 (2.13) совпадает с (2 8).
В случае 0 < д < (р, 1) неравенство (2-8) можно обобщить следующим образом 
(см. [1] при п = 1 и [24] при п > 1) :

£ (А +1)р"։|а*|* < С(р)||/|1иг> / = £ е Н". 0<р<1. (214) 
*11....*„>о 1*1>°

Пусть О < д < (р, 1). в силу (2.14) имеем

||/||р₽.9 > / Н/г(2)11//«((7«)(1 ”г) '^г- 
го.д ./1*

\ак\Ч1-г)0Лг> 52 (*+1)’՜3 5|а*Г- 
1*1>о

При 0 < р < д < 1 и 6 = д + £) ֊ 2 (212) получим

Ж О. J
> н/нио,л

> [ |1Л(^)11’н.(1-’•)"* >
|А|>0

Доказательство Теоремы 5 завершено.
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Замечание 6. Оценки в Теореме 5 порождают соответствующие оценки Те­
оремы С. Подобные оценки могут использоваться для коэффициентов Тейлора 
в пространствах Оценки для коэффициентов Тейлора функций из классов 
Г™ легко переносятся на классы Р™.
Следующая теорема хорошо известна (см., например, [1]) и содержит оценки 
для оператора дробного дифференцирования в пространствах Ар и Нр в 
единичном круге Ц.

Теорема Э. Пусть 0 < р. <? < ос, £ € R и € (-1,+ос). Если р < д и 
« < ֊, или р > </ и 1 4- а > (1 + а}1֊ + I, то ||Р7На’ < ||/11л՞-

Распространим этот результат в двух направлениях : на полидиск £/’՛ и функции 
из пространств типа Лизоркина-Трибсля.

Теорема 6. 1°. Пусть о > 1, 1 < р < ос и 7 € -I- И. где -г + = 1. Тогда

«/р
1/(^)|р(1֊г)-'г°^г <1тп(£)

|£>°/(г£)1Р(1 -гУ+пр(1г
<?/Р

Жпп(£).

2°. Пусть о>1,1<р<оси7€ (4 - 1 + п - 1 V где ֊ + ± = 1. Тогда

■ я/р

<

1 - шах г*. (1г
я/р

&пп(£).

Доказательство. 1°. Полагая

— по

о О

, получим

. ,тн)п,,(1 — г)'՛(Ь у • • ■ (1г„

п р
(г - р)"-'/(р^ар (1 - гр</п ■ ■ • <1г„.
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След« »ватсльно
['■■■[ (г- рГ-1|^/(р<)|^< 
70 70

< Г-••/""(1֊₽)"|О“Л/Ч)1г^-< [ (1-Р)°|о<>/(^)|-г^-. 
./о .'о 1 - Р'՜ У/« 1 - Р»’

Используя соображения двойственности и неравенство Гёльдера (полагая Ф €
Ьр (Г1,с1р,у) и (1р-,(г) = (1 — г)՜ дт). получим

-р)“|О“/(рС)|Г^-) |(1 -п)---(1 -г„)Р</г, -Лт,, 
1 -(>г /

<[ [ (1-рГРп/(Х)|(1֊г)-'Ф(г)^ <
7/п 7/п 1 рт

1 — г \ р/ (1г (1р 
р) 1 - р!

X г)ЧФ(г)]'’
р с!г(1р

1/р

- 1/р

X

- РГ^О'՝
т ։/р

Теперь остаётся возвести обе части полученного неравенства в степень д и 
проинтегрировать по Т'\ в результате приходим к неравенству 1°.
2°. Используя предыдущие рассуждения, при а > 1. 1 < р < ос И7 € (- 1, +
п — 1) имеем

5,/,,< ^(Д(1-р)о|0°/(Х)1 V
1 — рт /

я/р

з я/р
II

—--------------ж՝
П11-Р1)-1՛"’'

*=1

.1 1

7(1 ֊ рлг)-1с/г</р

ч -> — п / р - п 4֊ 1

1 - шах рд. ] (1р

п/р

Проинтегрировав неравенство по Тн. завершаем доказательство Геор»՝мы 6.

X

/
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Замечание 7. При л = 1 и р = г/ утверждение Теоремы 6 совпадает с 
Теоремой Э. Легко проверить, что приведенные выше результаты справедливы 
для голоморфных в [7° функций Г, удовлетворяющих условию

' |ЛВД|’(1 - Я)°ЛЯ 
/п

Хорошо известно (см.. например, [12]), что при / € ) и д € Ьх (1К") свертка

[R

принадлежит Л։(1К"). При некоторых значениях р, д, з, п это свойство распро­
страняется на классы ВрЧ(1Я”) и Кр_(1Н'<) что означает, что эти пространства 
являются сверточными алгебрами (см. [11]).

Теорема 7. При у > 0 и р € [1, оо) класс ^'Х_1 является сверточной алгеброй.

Доказательство. По Лемме 3 (3°) имеем

Л(Я,г?6....,Я„г^„) = |Л(г։4)|= (1) [ 9(«>г)/,(гЯ) 
\ /7Г / /т’п (215)

где & € Т, г1։ R, Е I = (0.1), (։ = 1,... ,п), и обозначив ш = |и»|£

О7л(№о| (1 - к!)7՜1 |£>7/я(«)|) </М *п(е).

1 \Dyh(R&\(l-RУf-1dRl^■dRrl 
1п

|О7Л(|™|2։)(1 - |ш|)7-ЧР7/л(?)нма„.„(։)(1 - яр-Чя, - </я„.

Применяя неравенство Гёльдера и теорему Фубини. получим

Вычисляя предел в (2.15) при г -> 1, умножая обе части на (1 — R)՜1 1 и 
интегрируя по Л € 1п, получим

р

-Я)^-ЧЯ Ь/тп(0

1^ '^(кк)| (1 - к!)1
\ р

|Р'*/(Л0|(1 - б/тп(0.

Теорема 7 доказана.
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Замечание 8. Результаты Теоремы 7 справедливы и при п 1. В ^3 применим 
иной подход к получению интегральных неравенств такого же типа в I/”.

§3. ПРЕДСТАВЛЕНИЯ НЕПРЕРЫВНЫХ ЛИНЕЙНЫХ 
ФУНКЦИОНАЛОВ В ПРОСТРАНСТВАХ ТИПА 
Л ИЗОРКИНА-ТРИБЕЛЯ
Начнем с двух результатов, ранее использованных в $2 Рассмотрим следуюшж 
банаховы пространства голоморфных функций в поликруге :

5*?(У՞) = : П/Пв-’си-) = 8“Р |£>3+|£>-“,(2)1(1 - |г|)3+г < оо) ,
I “• геип )

где 0 < р. д < оо, I € (-1,оо) и А > ֊ - произвольные числа, и

Гар;°°(С/л) = Ь : г/тнп(О
1/р'

где I € (-1, оо), а > 0, 1 < р < оо, 1/р 4- 1/р' — 1 и

(£>?/)(*) = £(* + / + 
1*1>о

/(г) = £ акгк.
Н1>о

Теорема Е (см. [23]). 1°. Пусть Ф - непрерывный линейный функционал в
Р^°°(ип) (0 < р < 1, 0 < д < оо) и

п
ф) = Ф((։(и)), где Цш) = Пи “ 2*и'*)՜1՛ <ЗЛ>

К = 1

Тогда д(г) € З^ЦП'1) и функционал Ф можно представить в виде

Ф(/) = Л?°_о (2гЛп(С)- (3.2)

Обратно, любая функция д € 3™(П") гто формуле (3.1) порождает непрерывный 

линейный функционал на 1 я

с1(/,р.<?.а)Н<7||5:: < Нф11 < с?('р-<7<а)Ы$г ?

2°. Пусть ф - непрерывный линейный функционал в >") (1 < р < оо, 
-1 < I < оо). и пусть д(г) определена по формуле (3.1). Тогда д(х) € /•р, (С ՝ 
(1/р+ 1/р' = 1). и функционал Ф допускает представление (3.2). Обратно, любая
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функция </ € по формуле (3 I) порождает непрерывный линейный 
функционал на Ь’^Ц.’") и

С1(/.р.г/<ц)||<7|| < ||Ф|| < С2(/,р,д,а)||дЦ
о.1

Замечание 9. При у = г/ < 1 из Теоремы Е следует описание сопряженного 
пространства (Л£(ип))" (см. [3]). Отметим, что при I = 0, п = 1 утверждение 
(2°) Теоремы Е можно найти в [б] (см. [6], Замечание к Теореме 2.6).
Следующий результат это теорема вложения, которая использовалась в §2.

Предложение 1. (см. [7], [21]) 1°. Пусть / € где о > -1 и
шах(р. д) < « < оо. Тогда

и.а
(3.3)

2°. Пусть / 6 Рд ((/”), где 0 < р < I и I > 0. Тогда

р

^«2..(€) < 11/11 гг ₽ .
и.р< — 1

(3.4)

В заключение приведём еше одну теорему о представлении функционалов в го­
ломорфных классах типа Лизоркина-Трибеля в поликруге, которая дополняет 
результаты работ [6] и [23]. Включение НР՝^՝1 С (ЯР,1,00)* было установлено 
в [6] для голоморфных в шаре Вп € С'1 функций из классов типа Лизоркина- 
Трибеля (определение классов НГ’,Я см. [6]). Опираясь на результаты §2, мож­
но получить описание класса 5о,0.р./(^") голоморфных функций такого, что 
5п.л.Р./(С/п) С (Го^((/’■))՛ при 0 < р < 1.

Теорема 8. Любая функция д из голоморфного класса

= » : вир ||О-<։О‘,-‘2+Ч.(г)||1.1|/-|(1 ֊ |ш|)'+։-‘/'՛ < оо 
I и-€С/"

где I > 1 - 2. порождает непрерывный линейный функционал, определенный на 
Р/,’,^(ПП) по формуле

Ф(/) = 1пп 
р-н-о </гп„(£).

При этом. ||Ф|| < С||<7||$о а „ ,
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Доказательство следует из неравенства (2 6). поскольку справедливы следую­
щие оценки (см. доказательство Теоремы 3) :

|ф(/)1< lim / Dof(p()D-afj(pCdrn„(0Р-+1-0 jT„

[ |О“/(Лгу>)|(1 - r)J(l - Л)' \D-°DJ+2+'g(Rr<ê)\dRdrâmM < 
J/n

sup |£)n/(Äy?r)| (1 - Ä)1/₽՜2 I dRdmn(<p) x

X sup / |O-“D'’+2+'J(firÿ)|dr 
w=Ry> \J/* ՛ / “•*

Теорема 8 доказана.

Abstract. The paper considers mixed-norm similarities of some generalizations of 
Lizorkin Triebel spaces. In the first section, an investigation of the fractional inte­
gration operator leads to a characterization of the spaces in question. In the second 
section some estimates for the Taylor coefficients are derived The third section de­
scribes all bounded linear functionals.
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