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В статье изучаются задача Римана—Гильберта и односторонняя зада­ча Гильберта для некоторых классов аналитических функций. Целью работы является сведение обеих задач к уравнениям Фредгольма. В случае задачи Римана-Гильберта соответствующее уравнение Фред­гольма имеет единственное решение. Получены некоторые результа­ты для дефектных чисел этих задач.

§1 . ВВЕДЕНИЕПусть Д - ограниченная (тп + 1)-связная область на плоскости с границей Г = ГоОГг 0-и Гт, т > 1. где Го, Гь ••• Гт - замкнутые, неперссекающи- еся. достаточно гладкие кривые, причём Го охватывает все остальные контуры Г1......Ггт,. Не умаляя общности будем предполагать, что начало координат при­надлежит области Д. Рассмотрим следующие две задачи.Задача Римана-Гильберта : найти в области Д аналитическую функцию непрерывную в замкнутой области Д = Ди Г и удовлетворяющую гранич­ному условию : Ке[а(к)^(*)] = /(։), г € Г, (1-1)где /(г) - некоторая вещественнозначная аналитическая функция на Г.Односторонняя задача Гильберта : найти в области Д аналитические функции у?(х) и ^(г), непрерывные в замкнутой области Д и удовлетворяющие граничному условию
¥>(<*(*)) = <з(ж) V» (*) + у(г), х € Г. (1-2)где а(х), д(г). а(х) - заданные на Г функции. а(г) взаимно однозначно отобра­жает Г на себя, меняя направление обхода контура я удовлетворяет следующему



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача Гильберта в... 41условию a(z) 0, /0, z € Г
С/ о 

а(— означает дифференцирование вдоль Г).
дзПредполагается, что функции a(z), f(z), g(z), a(z) и их производные д/дз удовлетворяют условию Гёльдера на Г (условие Н, [1], стр. 22). Класс функций, удовлетворяющих условию Гёльдера в замкнутой области D и на Г будем обозначать через H(D) и Д(Г), соответственно.Если не оговорено особо, функции и постоянные будем считать комплекснознач- ными.Задачи (1.1) и (1.2) полностью исследованы в [1|, [2], где они были сведены к сингулярному интегральному уравнению нормального типа.Целью данной работы является сведение этих задач к интегральным уравнениям Фредгольма второго рода и к некоторой системе алгебраических уравнений. В случае задачи (1.1) соответствующее интегральное уравнение Фредгольма имеет единственное решение. В конце работы полученные результаты применяются к решению задачи Пуанкаре для эллиптических уравнений.§2 . ВИДОИЗМЕНЁННАЯ ЗАДАЧА РИМАНА-ГИЛЬБЕРТАЭтот параграф имеет вспомогательный характер. Сначала рассмотрим следу­ющую видоизменённую задачу Римана Гильберта : найти ан.(литическую а об­ласти D и непрерывную в D функцию y>(z), удовлетворяющую следующим усло­виям : Re(7j p(z)) = f(z), zETj, j = 0.1,

Re(7y ^(z)) = f(z) -r Qj, z€Pj, j = 2.......m,
ли
:2.2)

где 02.......ат - искомые вещественные постоянные, Уо, 71,—,7т ~ некоторыезаданные отличные от нуля постоянные, 7о = 1, 1т71 0, а /(г) - функцияв правой части (1.1). Если т — 1, то условия (2.2) отсутствуют. При / = 0 задачу (2.1), (2.2) будем называть однородной.Теорема 2.1. Задача (2.1), (2.2) имеет единственное решение.Доказательство : Сначала докажем, что однородная задача (21), (2.2) имеет единственное решение. Пусть (^(z), orj, ■•■,<։«) ~ решение однородной задачи(2.1), (2.2). Положим y?(z) = u(z) + к*z(x), где u(z) и v(z) суть действительная и 



42 Н. Е. Товмасян, В. С. Закарянмнимая части функции у>(ж), удовлетворяющие условию Коши Римана
ди ди 
дх ду

(2.3)
Из граничных условий (2.1) и (2.2) при / = О имееми(ж) = О, г € Го» (2-4)

ау и(х) 4֊ Ьу и*) = г € Гу, >=1,..„т, (2-5)где а} и бу - действительные постоянные, оц = 0, 6։ 0 и ау + бу # 0, ; = 1,...»гп.Пусть V - внешняя нормаль границы Г; в точке г 6 Гу. Рассмотрим интегралы
где Ия - элемент дуги контура Гу. 

ди диИз условия (2.3) следует, что — = —. Имеем 
и 1 * С/ * (2.6)

Из (2.4), (2.5) следует, что или и(г) = сопвЬ на Гу, или и(ж) = Су«(д) + при ж € Гу, где с} и (1} - некоторые постоянные. Поэтому из (2.6) имеем /у = 0.] — 0....... т. Используя формулу Грина ([4), стр. 309), получаем

где Ди — - оператор Лапласа.
(2.7)

д2и д2и
дх2 ду2Так как Ди = 0 и 1} = 0, ] = 0,т, то из (2.7) получими(ж) = соп»1. (2-8)Из (2.8) и условий (2.3) - (2-5) следует, что и(г) = 0, р(ж) = 0, а, = 0, ] = 2,..., т.Следовательно, однородная задача (2.1), (2.2) имеет только нулевое решение.Теперь докажем, что неоднородная задача (2.1), (2.2) имеет решение для любых правых частей /о(^), •••, /т(^). Решение этой задачи ищем в виде

= + » I м(ФЬ, (2.9)
]=о ■'Г, ։ ” 2ау = / д(*м«» ; = 2,...,т, (2.10)

где ц(։) - искомая вещественнозначная функция, удовлетворяющая условиюГёльдера на Г.



43Задача Римана-Гильбертн и односторонняя задача Гильберта в...Подставляя у>(я) и а} из (2.9) и (2.10) в (2.1) и (2.2), для определения функции д(х) получим следующее интегральное уравнение Фредгольма .м(*о) = ^Я(*оЛ) + /(«о), «о С Г. (2.11)
• н I)где К(«о,4) = -——~ вещественнозначное ядро, функция у до влет в о-п “ <оГряет условию Гёльдера по <о и I на Г, а 0 < 6 < 1 - постоянная.Теперь докажем, что однородное уравнение (2.11) (при / = 0) имеет только нулевое решение. Действительно, пусть р(1) - решение однородного уравнения (2.11). Тогда (<р{г),а2, ..чат), определённая формулами (2.9) и (2.10), является решением однородной задачи (2.1), (2.2). Следовательно. = 0, а, = 0.

у = 2, ...,тп, т.е.
м(*М*
I - г

(2-12)г Е Я.

(2-13)
Пусть Лд - ограниченная, односвяэная область с границей I . л Я' - неограниценная область с границей Г?, = 1....... тп. Так как ^>(г) = 0. то имеем

Г *!!!* = 0, гео՜. > = 1....... т. (2.14)Г, <֊*Подставляя ?>(г) из (2.9) в (2.14). получаем£ Г АЙЛ_0։ ге0- ,-=1.......т. (2.15)
Из (2.12) и (2.15) вытекает— [ [ р(«)сй = 0, х€Л.+ - (2-16)*» Ло ։ ” 2 ^Г։Из (2.15) и (2.16) следует (см. [1], стр. 271), что

д(0 = 0, < € Го, = <€Г„ 7 = 1....... тп. (2.17)
д(<) = 0, (2.18)

где с7 - действительные постоянные.



44 Н. Е. Товмасян, В. С. ЗакарянИз соотношений (2.13), (2.17) и (2.18) получаем, что р(1) = 0. Следовательно, однородное уравнение (2.11) имеет только нулевое решение. Позтому неоднород­ное уравнение (2.11) имеет решение для любой правой части /(<). Теорема 2.1доказана.Теперь рассмотрим более щую граничную задачу
Яе [ч, ?(*)] =/(*), * € Г,, 5 = 0,1, (2.19)

R« (Ъ-г" ¥>(*)] = Л*) +<*;• 5 = 2,.„тп, (2.20)где п - целое. Здесь все остальные величины те же, что и в задаче (2.1), (2.2),То = 1, ф 0.Случай натурального п. Пусть (у>(г), оог, —• <*0т) ~ решение задачи (2.1), (2.2). которое является также решением задачи (2.19), (2.20) тогда и только тогда, когда = лго;, ] — 2,.., т и
Из (2.21) имеем

у>(г) х" = ^о(г), г € О. (2-21)
^*'(0) = 0. к = о, (2.22)Если выполнены условия (2.22), то из (2.21) получаем <^(г) = ^>0(г)г~п. Такимобразом, мы доказали следующее утверждение.Теорема 2.2. Если п > 1, то задача (2.19), (2.20) имеет единственноерешение тогда и только тогда, когда выполнены условия (2.22) и

Н2) = ^о(г) г~п, а, = а0,, / = 2, ,.,тп. (2.23)
Случай п < — 1. В задаче (2.19), (2.20) сделаем замену переменной

-п-1
?(*) = 22 (ск 4- ։</*)«* + г~п ф(г), 

к=0
(2.24)

где с*, и <4 - действительные постоянные, а ф(г) аналитична в области £> и непрерывна в Д.Сначала рассмотрим однородную задачу (2.19), (2.20). Подставляя <^(я) из (2.24) в (2.19), (2.20) при / = 0, получим
Ле[7;^)] = ^(«), *6 Гу, > = 0,1, (2.25)



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача Гильберта а... 45R« [7; ^(х)] = + «п х € Г >, ] — 2,т, (2.26,1где Г?(я) = -Яе Ъ хп £ (с* + *<й)хь
к=0Таким образом, мы получили задачу (2.1), (2-2) относительно (^(я). а2,.... ат).Пусть (у?к(х),а։,1,...,акт) и (^к(։),/Эк2, ...,Дкт) суть решения задачи (2.1), (2 2|при Л(г) = Яе(7> г"+к) и /Дя) = -Яе(7,.гп+к »), } = 0,1.......тп, соответственно.Тогда общее решение задачи (2.25), (2.26) определяется следующим разом :

— л — 1^(х) = £2 (Ск^к(х) +(1к 0к(г)),
к=0

- л — 1а) = 52 (ск«к> + рк}), ] - 2,тп.к=0Подставляя ^(я) из (2.27) в (2.24), получим
-п — 1?(*) = 52 [ск (гк 4֊ г՜՞ ^к(х)) + ^ (։/ +г՜'1 </чИ)] • к=0

(2.27)
(2.28)
(2.29)

Из (2.28) и (2.29) вытекает, что однородная задача (2.19), (2.20) при п < — 1 имеет (—2п) линейно независимых решений (над полем вещественных чисел).Если (у>о(х), «оз, ••••«От) - решение задачи (2.1), (2.2), то (^0(г) г՜՞, о02........ «о֊п?будет частным решением неоднородной задачи (2.19), (2.20). Таким образом, мы получили следующий результат.Теорема 2.3. При п < — 1 однородная задача (2.19). (2.20) имеет -2п) линейно независимых решений, а неоднородная задача (2.19), (2.20) имеет решение для любого /(г), причем общее решение этой задачи определяется формулой -п-1¥>(х) = ¥>о(х)х-п + 52 [с* (2* + г"П ^*(х)) + <4 (։*к 4֊ г՜" Ы*))Ь (2 30) *к0
— л — 1а;=аОу+ (скак, + (1к 0к)), > = (2.31)й=огде ск и </к — произвольные вещественные постоянные.Теперь рассмотрим следующую задачу :1и[х"^)]=/(:)։ х € Г0| (2-32)ае(яХх)) = /(я)4֊а„ х € Г/, > = 1....,т, (2.33)где ^(я) - искомая аналитическая функция в области Р, непрерывная в /9, <»1, .... «т суть искомые действительные постоянные, п - целое, а /(г) - как и в (2.1), (2.2).



46 Н. Е. Товмасян, В. С. ЗакарянЗадача (2.32), (2.33) при п = 0 полностью исследована в [1], стр. 246. Используя решение, приведённое в (1), мы исследуем задачу (2.32), (2.33) в общем случае.Здесь мы приведём только результаты.Согласно (1), стр. 246 решение задачи (2.32), (2.33) при п = 0 ищем п виде
(2.34)

где д(<) - искомая функция, определённая в £> и удовлетворяющая условию Гёльдера на Г. Подставляя <^(я) и ал из (2.34) в (2.32), (2.33) при п = 0. получим интегральное уравнение Фредгольма вида (2.11). Как показано в [1], стр. 253, для любой непрерывной функции /(г) это уравнение имеет единственное решение. Следовательно, мы получим частное решение (^о(2), 001, е։Оп1) задачи (2.32), (2.33) при п = 0. Общее решение этой задачи определяется формулой (см. [1], стр. 246) у>(я) = ^о(я) + »с, а, = а0,, ; = 1....,т. (2.35)где с ֊ вещественная постоянная.Пусть п > 1 и (у>(я),ах, ...,ат) - решение задачи (2.32), (2.33). Следовательно, согласно формуле (2.35) получим
2П у>(д) = <р0(г) + ։с,

— ОО], ] — 1,.... »п. (2.36)
(2.37)Из (2.36) следует, что с = — 1ш$?о(0) и из соотношенийае¥>0(о) = о, ?£м(0) = о, * = 1.......т»-1 (2.38)

вытекает, что ¥>(*) = я՜” (¥>о(г) - <^о(0)). (2.39)Следовательно, в этом случае условия (2.38) необходимы и достаточны для раз­решимости задачи (2.32), (2.33), при этом (у>(я), ах,..., ог,л) определяется форму­лами (2.37) и (2.39).Случай п < 1. Используя представление (2.24), аналогично доказывается, что в этом случае однородная задача (2.32), (2.33) имеет ровно (—2п 4- 1) линейно независимых решений, а соответствующая неоднородная задача разрешима для любой правой части /(я).



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача Гильберта в... 47§3. ИССЛЕДОВАНИЕ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ (1.1)В [3] (стр. 245) задача (1.1) сведена к той же задаче более час тного вида
Ml; ։>(։!] =/«(։). г € Г,, j = 0,т. 131)

где п = ^-△r(arga(z)), 7о = 1, 71----'7п| - отличные от нуля и зависящиетолько от а(т) и области D, △r(arga(z)) - приращение функции arga(z), когда точка г один раз описывает кривую Г в направлении, оставляющем область О слева. Целое число п называется индексом функции п(я) относительно границы Г. Поэтому ниже мы будем исследовать задачу (3.1).Путь сначала в граничной задаче (3.1) одно из чисел 7’1,....7т нс является вещественным. Нс умаляя общности предположим, что этим числом является 7г. Итак, пусть 70 = 1, 1гп71 0. Обозначим через к1} число линейно независимыхрешений однородной задачи (3.1), а через к'о, число условий вида 
которые необходимы и достаточны для разрешимости неоднородной задачи (3.1),где -01,..., ֊ некоторые линейно независимые вещественнозначные функции.Эти функции не зависят от /(<).В монографии [3], стр. 254 - 257. 2С1 доказаны следующие формулы :

ко — k'Q = — 2 a 4֊ 1 - m. при — m—1<п<—1,
jfeo = O. к'о — 2п + т — I при п > 0. (3.2)

ко = — 2п 4- 1 — tn, к'о = 0 при п < —т. (3-3)Если у>(я) является решением задачи (3.1), то (у>(г), 0,.... 0) есть решением задачи (2.19), (2.20). С другой стороны, компонента <?(г) решения (^(г),о?. ...,а„,) задачи (2.19), (2.20) является решением задачи (3.1) тогда и только тогда, когда
Qj — 0, ] — 2, 771. (3.4)

Следовательно, все решения задачи (3.1) суть решения (ip(-). a»...., o,n ) задачи (2.19), (2.20), которые удовлетворяют условию (3.4).Пусть п > 0 и (^о(«).аог։—.oom) есть решение задачи (2.1), (2.2). Из Теорем 2.1 и 2.2 следует, что задача (2.19), (2.20) имеет решение тогда и только тогда, когда 



48 Н. Е. Товмасян, 13. С. Закарянвыполнены условия (2.22), при этом решение задачи определяется формулой (2.23). Условия (2.22) можно записать в виде
ае^М(0) = 0, 1т4М(0) = 0, к —С,...,—п—1 (3.5)

(при п — 0 условия (3.5) отсутствуют). Из (2.23) и (3.4) имеем
огоь — О, к = 2,..., т. (З.б)

Таким образом, мы получили следующий результат.Теорема 3.1. Если -уо = 1» 1пз71 / 0, п > 1, то для разрешимости задачи (3.1) необходимо и достаточно выполнение условий (3.5), (3.0), при этом решение этой задачи единственно и определяется формулой у>(г) = <р0(г)г-п.Из (3.2) вытекает, что условия (3.5), (3.6) линейно независимы.Пусть теперь п < -1. Тогда общее решение задачи (2.19), (2.20) определяется формулами (2.30), (2.31). Подставляя (} = 2..... тп) из (2.31) в (3.4), для опре­деления действительных постоянных и >4 получаем систему .ипгсбраических уравнений — л- 1
22 + <4Л>) = -аоп ; = (3.7)*=0Таким образом, задача (3.1) имеет решение тогда и только тогда, когда имеет решение система (3.7). Общее решение задачи (3.7) определяется формулой (2.30), где с* и (1^ (к = 0,...,—п+ 1) удовлетворяют (3.7).Выше мы показали, что условия (3.4), (3.5) линейно независимы. Отсюда следует, что функционалы а0^ (которые зависят от /) линейно независимы. Из формулы (3.3) следует, что при п < —тп неоднородная система (3.7) всегда имеет решение, а соответствующая однородная система имеет ровно (—2п + 1 — т) линейно независимых решений. Следовательно, при п < —тп ранг основной матрицы системы (3.7) равен тп — 1. Кроме того, если —1 < п < -тп - 1, то из (2.31) и (3.7) получим к0 = -2п - г, к(> = -тп - 1 - г.Пусть теперь в задаче (3.1) все - вещественные. Тогда, нс ограничивая общности, можем считать, что 7, = 1, У = 0, ...,тп. В этом случае эта задача исследуется, основываясь на видоизмененной задаче (2.32), (2.33).



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача 1 ильберта в... 49
§4. ЗАДАЧА (1.2)4.1. Пусть Р и Г = Го 0 ПО— и Гт как и во Введении. Положим

(> = 0, 1,...,т), п = тц> + П| + ... + пт, (4.1)
где △ г,(*П5«(*)) ~ приращение функции аг£а(х) (см. (1.2)), когда х обходиткривую Г;, оставляя область Р слева.В задаче (1.2) сделаем замену переменных

^(г) = (г ֊ г։)П|+1...(г - г,,.)"-*1 ^(г), .42)
где г* - некоторая фиксированная точка внутренности контура Г1- (к = 1, ...,т),а а»(г) ֊ аналитическая функция в Р. Подставляя из (4.2) в (1.2), получки

։։>(<։(*)) = 2' Мг)^(г) +а(г), (4.3)
где Ь(г) = а(г) (г - )”^1... (г - гт։։)м"т1 х1------- (4.4)
Из (4.4) следует, что р = п -ь т — 1. Н.5)

-^-△га(а^6(г)) = 1. ^֊Дг/^6(г)) =-1. ;=!.......т. (4.6)
4.2. Пусть х = /3^) отображение, обратное к I = а(г). Для исследования задачи(4.3) докажем следующую лемму.Лемма 4.1. Пусть <р(х) и ы(г) аналитичны в Р и удовлетворяют условию Гёльдера в И. Тогда существует единственная функция У(Х), удовле­творяющая условию Гёльдера на Г такая, что_1_ г м

1Г I /г I - х
2. [я֊։՜ /г &(*)(* - х)‘ 14.7)=Доказательство : Функции у?(х) и ш(х) единственным образом представляютсяв виде р(г) = у>о(*) +о/(х) = ыо(-г) 4- ^1(2) 4՜ ••• + ^,„(г), (4.8)(4.9)где ^о(^) и Уо(*) аналитичны в , а у?7(г) и ։*>;(*) {} = 1,...,т) аналитичны вД ’, У’Доо) = ы7(оо) = 0. Области Рд и определены в §2.



50 И. Е. Товмасян. В. С. ЗакарянКак показано в [7] (см. также [2]. стр. 240), функции ^(х) и иДх) можнопредставить в виде
Л (£(<)) Л , . _ _ I [ Л (О *

и,(г} *Лт,ь(Ы-4' 3 = 0........т. (4.10)
где функция /Дх) определяется через фДх) и и»)(х) единственным образом. Из(4.8) — (4.10) следует справедливость Леммы 4.1.4.3. Вернемся к задаче (4.3). Подставляя ф(г) и о>(г) из (4.7) в (4.3), получим

А(<о)/((о) + У + У к(«о, <)/(։)* = »(։о). <о € Г, (4.11)

где А(£о) = 1 + ^о* ^(<о) — 1 ~ $о>К1, а <*"•*>А( о’ |е-<0|‘ ’
(4.12)(4.13)

где функция К* (*0, <) удовлетворяет условию Гёльдера по *0 и I на Г, а 0 < 6 < 1 - достоянная. Сингулярный интеграл в (4.11) понимается в смысле главного значения по Коши ([1], стр. 50).Пусть число линейно независимых решений однородной задачи (4.3). а к'о -число условий вида
' $(1)ык(е)<Л = 0. А; = 1...., Ц.

которые необходимы и достаточны для разрешимости неоднородной задачи (4.3), где к = 1,..., - некоторые линейно независимые, непрерывные функциина Г. Числа Лг0 и 1с'о называются дефектными числами задачи (4.3). В этом па­раграфе линейная зависимость или независимость понимается над полем комп- лексных чисел.Из Леммы 4.1 следует, что число линейно независимых решений однородной задачи (4.3) и однородного уравнения (4.2) равны. Поэтому индекс задачи (4.3) равен индексу уравнения (4.11). Как следует из (4.12), индекс уравнения (4.11) равен (-р) (см. [1], стр. 222). Следовательно
~ к'о = — р. (4.14)

Пусть р = 0. Тогда А(*о) = 2, Я(*о) = 0 и уравнение (4.11) является уравнениемФредгольма.



Задача Р и маиа-Гильберт а и односторонняя задача Гильберза в... 514.4. Пусть р - натуральное число. Согласно Лемме 4.1 ан.клитические функции^(г) и можем представить в виде

гр =

г /№))Л
■к I /г I — г± [ ЛО*тг։՜ /г 6(4) (4 - г)'

(4.15)
(4.16)

*(*) =

Дифференцируя обе части (4.16) по г до порядка р—1 и подставляя 2=0, получим/^ = 0 4* 6(4) ...,р. (4.17)
И? (4.16) и (4.17) имеем

Г *֊р/ю* 
г 6(4) (4 ֊2)

= 0, к = 1....... р. (4.18)
Следовательно, аналитические функции у>(2) и у(з) можно представить а виде (4.15), (4.18). В этом новом представлении функция /(4) нс- определяется одно­значно через р(х) и ы(2). Однако, для натурального р с помишью этого представ­ления задачу (4.3) также можно свести к интегральному уравнению Фредгольма. Действительно, подставляя у>(г) и ы(х) из (4.15) и (4.18) в (4.3), получим

/(։0)=/кч։».։)/(։)Л + 1'4.19)
где К(4о,4) - функция вида (4.13).Пусть /о число линейно независимых решений однородного уравнения (4.19) (при д = 0), а - число условий разрешимости неоднородного уравнения 14.19). Ясно, что <0 = й. *» = Ч- <“-20>

Из (4.14) и (4.20) имеем
к'о = 1о, ко = 1о֊Р при р > 0. (4.21)

4.5. Пусть теперь р - целое отрицательное число. Представим ' п
ы(к) = со + с։ 2 + ... -I- с_р_1 г 1 + • 4‘(2), (4.22)

где со, ..., с_р_1 - произвольные комплексные постоянные, а -.(г) аналитична в области £).



52 Н. Е. Товмпсян, В. С. ЗакарянСогласно Лемме 4.1 аналитические функции и Ф(г) можно представить в виде ± [ в* Ф(։) = * Г . <4.
п I /г I - г Я- * /г 6(1) (С - х)Подставляя ы(г) из (4.22) в (4.3) и используя представление (4.23), получаем

/(։«) = [к Но, ։)/(։) Л + Г(։о). *о € Г, (4-24)где 2 Г(*о) = % 6(«0) (со + С1 «о + ... + С_р_ 1 Г*֊1) -г £/(<0),а Я((о.<) - функция вида (4.13).Вектор (/(<), со, ...,с_р_1) является решением уравнения (4.24). Если д = 0, то уравнение (4.24) называется однородным.Пусть 1о - число линейно независимых решений однородного уравнения (4.24), а /д число линейно независимых условий разрешимости (на функцию <?(/)) неоднородного уравнения (4.24). Из представления (4.22), (4.23) и Леммы 4.1следует. что (4.25)Из (4.14) и (4.25) имеем
^0 = ^01 = /0 т р при р< —1. (4.26)Уравнение Фредгольма вида (4.24) с неизвестными постоянными было рассмот­рено в [1], стр. 290.Теперь уточним значение числа /о линейно независимых решений однородных уравнений Фредгольма (4.19) и (4.24) (при д = 0). В §6 мы докажем справедли­вость следующих формул :
ко = 0, = п + т - 1 при п > 1, (4.27)

ко = —п — т + 1, ко = 0 при п < 1 - 2тп, (4.28)О < к0 < —п 4- 1 при 1 - т < п < 0, (4.29)О < к0 < тп, при 2 — 2т < п < — т. (4.30)Из (4.5), (4.21), (4.26) — (4.30) имеем
1о = |р| при |р| > т. (4.31)тах(0, р) < /о < т при |р| < т. (4 32)Если область Д - односвязная, то из (2.22), (4.28), (4.31) получаем /0 = |р| = |п-1| при п = 0, ±1, ±2,..., к0 = 0, к'о = п - 1 при п > 1 и к0 = -п+ 1, к'о = 0 при п < 0.



Задача Римана Гильберта и односторонняя задача Гильберта в... 53§5. ЗАДАЧА ПУАНКАРЕ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ В МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЯХПусть D - как и во Введении. Рассмотрим следующую задачу Пуанкаре : найти в области D решение уравнения Лапласа
д2и д2и
дх1 + ду1 15 1)удовлетворяющее граничному условию

ду
ди -£֊ +<12 
дхгде «И(z), hj(z) и g(z) - заданные вещественнозначные функции, удовлетворяю­щие условию Гёльдера на Г и aj(z)+a;(z) 0, z € Г. Предположим, что решениезадачи (5.1), (5.2) - вещественнозначное и первые его производные удовлетво­ряют условию Гёльдера в D. Задача (5.1), (5.2) в односвязных областях была сведена в [1] (стр. 298) к сингулярному уравнению нормального типа, а в С] для многосвязных областей. В настоящей работе эту задачу мы сведём к задаче (1.1) в многосвязных областях.Как известно (см. [1], стр. 256) функция, гармоническая в области D представима в виде П1u(z) = Re^(z) + У Alt In |z — zt1 + <r. (5.3)

Aslгде z\K...,zm - фиксированные точки, охваченные замкнутыми контурами Г 1,...Г„ соответственно, с, Ai,...,Am - произвольные вещественные постоянные, а ^(z) - произвольная аналитическая в D функция. удовл< творяющ.ш условию ч’(0) — I и единственным способом определяемая по u(z).Отметим, что если первые производные гармонической функции u(z) удовлетво­ряют условию Гёльдера в области D. то этому же условию удовлетворяет также функция ^>'(z). Подставляя u(z) из (5.3) в граничное условие (5.21. получим (1.-,, где a(z) = ai(z) + tajfz) и
m

<М = + 22
1 = 1Следовательно

(5.4)
(5.5)

с интегрированием в положительном слева). направлении (которое оставляет область D



54 Н. Е. Товмасян, В. С. ЗакарянТак как постоянные - вещественные, то из (5.5) имеем

Пусть выполнены условия (5.6) и (5.7). Тогда из (5.4) имеем
о

(5.6)
(5.7)
(5.8)

Пусть /(х) удовлетворяет необходимым и достаточным условиям разрешимостизадачи (1.1) Тогда общее решение этой задачи определяется формулой*о¥>(*) = у>0(х) + с, ?j(z), (5-9)
где у>о(х) - частное решение неоднородной задачи (1.1), (j = 1,..., Ло) - линейно независимые решения (над полем вещественных чисел) однородной задачи (1.1), а с} (j = 1,.... Ло) ~ произвольные вещественные постоянные.Подставляя p(z) из (5.9) в (5.7), для определения постоянных Cj (j = 1,...,Ли) получаем систему линейных уравнений. Таким образом, решение задачи (5.1).(5.2) свидится к задаче (1.1) в многосвязной области.5-2. Теперь рассмотрим следующую задачу Пуанкаре : найти в области! Dрешение правильно эллиптического уравнения

(5.10)
удовлетворяющее граничному условию

6։(z) — + 62(z) =/(z), гбГ,от оу (5.11)
где А. В. С - постоянные, а Ь1(х), /ь(г) и /(г) - заданные функции, удовлетво­ряющие условию Гёльдера на Г.Уравнение (5.10) называется правильно эллиптическим, если С 0 и корни А1 и А2 характеристического уравнения А + В А + С А2 =0 удовлетворяют условию 1тпА1 > 0, 1шАг < 0. Предполагается также, что

6j(z) + Aj 5j(z) / 0, Ц(г) + А2 b2(z) / 0. z 6 Г. (5.12)



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача Гильберта в... 55В частности, если />х(х), Ь2(х) - вещественнозначные и )| -+֊ !62(х)| ± 0 при 
г 6 Г, то условия (5.12) всегда выполняются.Рассуждая как и при выводе формулы (5.3) получим, что общее решение урав­нения (5.10) имеет вид и(х) = р(х 4- А։ у) 4֊ 4(х 4- А3 у)4-4- А* 1п[(х - Г1 + ^(у- у։))(х - х3 4- А3(у- уз))] + с, '5'13^к = 1где с, А1,....Ат - произвольные постоянные, <р(х 4- Ах у) и ф(х 4- А2 у) - аналити­ческие функции при (х.у) € Р относительно аргументов х -г Аз у и х 4- А2 у, со- *о ветственно. и удовлетворяют следующим дополнительным условиям ^>(0) — 0, ^(0) = 0. Более того, функции <р(х 4- А1 у), ^(х 4- А2 у) и постоянные с. Ах, ....А™ определяются через и(х) единственным способом. В (5.13) точки х1 — т} — зу;, ] = 1...., п берутся из представления (5.3). Подставляя ч(т) из (5.13) в (5.11).получим Ф(х + А3у) = а(х)ы(х 4- Ах у) 4- <7(2), г£Г (5.14)где

н»Ф(х 4- А2 у) = ^(х + А3 у) - V------------- т--т--------- •
“ х - хк 4- А3 (у - ук >

“<1 + А, ,) = /(х -Г А, и ֊ £ ֊ 4 7, •
. , _ -(>■(») 4֊ А, ^.-)) . /(»>[г) Ьх(х)4-Аз^х) ’ 51 М«)-4-ЛсМ«)‘Из (5.15) и (5.16) при любом к = 1....... т имеем

—— [ и1х 4- А, и) 4(х -ь А, у). 2*»

(5.15)
(5.16)
(5.17)
*5.18)

j у(х 4- Ах у) </(т 4- А1 у) 4- у Ф(х 4- А3 у) (1(х - А2 у) — 0. (5.19)Пусть имеют место соотношения (5.18) и (5.19). Тогда из (5.15) и (5.16) получаемАх-- ~ Л ։ РхАх
С - хк - А2 ух (5.20)ЛЗ,

Следовательно, задача (5.10), (5.11) сводится к задаче Гилы>е|>та (5.14, с допол­нительными условиями (5.19). Задачу (5.14) (без дополнительных условий (5.19)) можно решить аналогично задаче (1.2). Как мы видели выше дополнительны։условия (5.19) существенно нс влияют на метод решения



56 Н. Е. Товмас.ян, В. С. Закарян§6. ДЕФЕКТНЫЕ ЧИСЛА ЗАДАЧИ (1.2)В этом и следующем параграфах, если особо не оговорено, будем считать, что все функции аналитические в области О и принадлежат классу т.п.удовлетворяют условию Гёльдера в замкнутой области Д.Пусть к0 и к'о - дефектные числа однородной задачи (1.2). Разность к0 - к'о называется индексом этой задачи. В этом параграфе мы докажем соотношения (4.27) — (4.30). Вместе с задачей (1.2) рассмотрим также соответствующую союзную однородную задачу : найти в области Д аналитические функции Ф։(г) и Фз(^), удовлетворяющие граничному условиюФ1(о։(*)) = г € Г. (6-1)
где ог'(г) = <1а(х) 

(1з
в.2 \
(1з /Теорема 6.1. Задача (1.2) имеет решение тогда и только тогда, когда функция /(<) удовлетворяет условию

/ *»(«) {£) м = 0. (6.2) 
/г а($)где (Ф։(г), Фз(г)) - решение союзной задачи (6.1).В [3] доказана теорема о необходимом и достаточном условии разрешимости задачи (1.1) (Теорема 4.2. стр. 241). Теорема 6.1 доказывается аналогично, поэтому её доказательство опускаем.Пусть /о _ число линейно независимых (над полем комплексных чисел) решений однородной задачи (6.1). Из формул (4.5), (4.14) и Теоремы 6.1 следует, что

к'о = 10, —— /о — ~ п. т 4 1, (6.3)где п - индекс функции а(г) на Г. а (т -г 1) - связность области Д.Так как /о > 0. то из второй формулы (6.3), в частности, следуетко > — п — тп 4- 1. (6.4)Лемма 8.1. Если (^(х),^(г)) - нетривиальное решение однородной зада­чи (1.2) (при д = 0) и ^(*о) = 0 при некотором «о 6 Г, то для некоторого натурального р решение задачи имеет представление¥>(*) = ?/>(*) (^ ֊ <*(*о))Р, (6-5)- 1/>(*) (* ֊ М'.где функции ^р(х) и 0^(х) - аналитические а области О с у>р(<»((о)) г 6.
ФрМ # о.



Задача Римана-Гильберта и односторонняя дедача Гильберта в... 57Доказательство ։ Пусть (у?(х), ф(г)) - решение однородной задачи (1.2) и ^(*о) = 0. Из граничного условия (1.2) (при д = 0) следует, что у>(а(£<))) = 0. В монографии (2], стр. 30 доказано, что такое решение представляется в виде
<?(*) = ¥>1(г) (« ^(х) = 1Мг)(г-#о), (6.6)

где у?з(х) и ^1(*) аналитичны в области О.Подставляя ^>(х) и ф(г) из (6.6) в (1.2) при д = 0. получим
у>1(а(х)) = а։(г) ^1(г). г 6 Г. (6.7)2 — <огде Д1(х) = а(х) —т-г------ —г. Следовательно, (у?1(х), ^П*)) является решениема(х) - а(<0)граничной задачи (6.7). Если (<о) — 0, то, аналогично, получим

Р1(*) = ^з(*) (* - <*(*о)) и = ^’1«) (г - *о),
где у>э(х) и фг(х) обладают теми же свойствами, что и р<(х] и ։/;(х). Продолжая аналогично получим, что или имеет место (6.5), или же для любого натурального г имеет место представление

9?(х) = 9?г(х) (х - <о)г։ ^(*) = *>(*) (^ “ 1о) - (6.8)
где ^г(х) и фг(х) аналитичны в области Д.Пусть для некоторого натурального числа г имеет место представление (6.81.Подставляя у>(х) и ф(г) из (6.8) в граничное условие (1.2) при у = 0, получаем рг(а(г)) = аг(х)фг(г), г € Г, где

аг(х) = а(х) х - «ол(х) - а(*о)Рассмотрим следующую задачу Гильберта : найти аналитические в области Офункции ро(х) и 0о(2)» удовлетворяющие граничному условию
у>0(а(х)) = /Г(х) 1М Д г € Г, (6-9)где 0М = »и - «р.).Так как точка <о 6 Г, а( = а(х) взаимнооднозначно отображает I на себя, меняя направление обхода, то индекс функции (я) на Г равен (-г).Обозначим через 1Г число линейно независимых решении однородной зада­чи (6.9). Используя неравенство (6.41 для задачи (6.9), получим /г > г —
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т 4- 1. Если (^>о(*). Й(*)) является решением однородной задачи (6.9), то (^о(г) является решением однородной задачи (1.2). Следова­тельно, к0 > г - тп 4- 1. Таким образом, при г = к0 т т представление (0.8) не имеет места. Это означает, что возможно только представление (0.5). Лемма 6.1 доказана.Из Леммы 6.1 следует, что любое нетривиальное решение (у?(г), ^(2)) однородной задачи (1.2) имеет конечное число нулей в области О и оно представляется в виде

у>(г) = (х — а(<1))...(г - а(£Го))(х _ ~ а(С։))^о(г)> (6.10)
0(г) = (х - <1)...(я ֊ «го)(я - п)...(г - тГ։)^о(г), (6-11)где ЛГ(, и С1,...,Сп П|—»Тг։ ~ некоторые фиксированные точки на Г и в области

О. соответственно, а <ро(х) и тЩх) - аналитические в области О функции, причём
<?о(г) # 0, ^о(г) 0, г 6 £>. (С.12)

Отметим, что в (6.10) и (6.11) фиксированные точки зависят от (ф(г),^(2))- Подставляя р(г) и ^(*) из (6.10) и (6.11) в граничное условие (1.2) при д = 0,получаем ^о(а(я)) = ао(яН’о(Д (6.13)
Где ( \ = г՜*1 _±2-Ь— . (^-п)...(г-<г;)д(я)а(я) - а(11) ” а(г) - а(«Гв) (а(я) -<։)...(а(я) ֊ С»)Отметим, что функция ао(я) непрерывна на Г, ^о(^) 11 при я € Г и индексфункции ао(я) на Г равен г0 + гх 4- Т* -г п.Так как ^о(г) и у»0(я) являются аналитическими в области О и удовлетворяют условиям (6.12), то согласно принципу аргумента ([5], стр. 84), индексы функций у>о(*) и 0о(*) «а Г равны нулю. Приравнивая индексы на Г левой и правой частей соотношения (6.13), получаем г04֊гх 4-г2 4-п = 0. Это равенство невозможно при п > 1. Следовательно, при п > 1 однородная задача (1.2) не имеет тривиального решения. Это означает, что при п > 1 имеем к0 — 0. Аналогично, из (6.1) имеем (о = 0 для п < 1 — 2т. Отсюда следуют формулы (4.27) и (4.28) (см. формулу (6.3)).Пусть 1 — тп < п < 0. Представим -ф(г) в виде

^(«) = с0 4֊ с։ г 4- ... 4- с_п г (6.15)



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача Гильберта в... 59где с0...... С-п - произвольные постоянные, а у(х) аналитична о И Подставляяиз (6.15) в граничное условие (1.2), при д = 0 получаем
— л¥>(<*(■։)) = Ь(г)ы(х) 4 £ ск а(г)гк,*=о € Г, (6.16)где Ь(х) = а(х) х՜*41.Искомым решением в (6.16) является (?(х), ш(ж), с0.......с_я), где ^(х) и ы(х)аналитичны в области Р. Индекс функции Ь(г) на Г равен 1, Следовательно, задача (6.16) при ск = 0, к = 0,.... -п имеет только нулевое решение. Рассмотрим следующую однородную задачу, союзную к задаче (6.16) :

г е г. (6.17)Используя (4.28) находим, что задача (6.17) имеет ровно т линейно независимых решений (Фц(г), ФзЦх)),..., (ф1т(х), Ф2т(х)). Согласно Теореме 6.1. задача (6.16) относительно имеет решение тогда и только тогда, когда
^ск / Ф21.(х)2п-1+к<й = О, к = 1....... п. (С. 18)ь=о *'гПусть г0 - ранг основной матрицы системы (6.18). Тогда эта система имеет ровно —п 4- 1 — линейно независимых решений. Подставляя общее решение системы (6.18) в (6.15) и (6.16). и решая задачу (6.16) отно» ительно £>(х) и ^(г), получим, что однородная задача (1.2) имеет ровно -п — 1 - п, линейно независимых решений. Следовательно. О < ко < —м 4 1.Пусть теперь 2 — 2т < п < — т. Представим ф(х) в вид--

♦Ю = («Л«)где Ф(х) аналитична в области Р и удовлетворяет условиям
40,(о) = о, ] = 0,1,..., 2т — 2 4 п. (6.20)Подставляя из (6.19) в (1.2) при д — 0, получим

¥>(<*(*)) =
Л

(6.21)
Согласно формуле (4.28). задача (6.21) имеет ровно >п линейно независимых ре­шений (у>!(х), Ф1(х)),...1 (рт(х), Ф,н(г)). Общее решение задачи (6.21) определя­ется формулой ^>(х) = С1 ^1(-г) + —Ст ^гн(г), (6.22)



60 Н. Е. Товмасин, В. С. ЗакарянФ(г) = с, Ф,(։) + Ф,..(г), (6.23)где со.......ст - постоянные.Подставляя Ф(х) из (6.23) в (6.20), для определения постоянных получаем систему алгебраических уравнений
С1Ф^(и) + ...,+ся։Ф’')(к), 1 = 0,1,2т - 2 + п. (6.24)

Пусть го - ранг основной матрицы системы (6.24). Подставляя общее решение системы (6.24) в (6.22) и (6.23), получим, что однородная задача (1.2) имеет ровно т-г0 линейно независимых решений. Следовательно, в этом случае, имеем I) < 1-0 < т. Таким образом, мы доказали справедливость формул (4.27) — (4.30).§7. НЕКОТОРЫЕ ОБОБЩЕНИЯПусть О - та же, что и во Введении, и пусть О С О. Рассмотрим следующую задачу : найти в области Д аналитические функции ^>(з) и ф(г) из класса Н(£>), удовлетворяющие граничному условию
у>(г) = а(х) (7.1)г€ Г,

где а(з) и д(г) - как и в задаче (1.2), а — комплексное сопряжение к ^(г).Задачу (1.1) всегда можно свести к задаче (7.1). Действительно, граничное условие (1.1) можно записать в виде
а(г) + а(г) у>(х) = 2 /(х), г € Г. (7-2)

Рассмотрим задачу
а(г) тЩх) + а(г) у>0(*) = 2 /(г), г е г (7.3)

для неизвестных аналитических в области И функций у>о(г) и ^о(*). Ясно, что задачу (7.3) можно записать в виде (7.1).Если (у>о(г), ^о(^)) ~ решение задачи (7.3), то легко проверить, что функция
?(*) = т(?о(*) + ^о(г)) £ (7-4)

является решением задачи (7.2). С другой стороны, если <р(х) - решение задачи(7.2), то. очевидно, что у?о(*) = 'р(г) и = <?(*) является решением задачи(7.3). Следовательно, общее решение задачи (1.1) определяется формулой (7.4),



Задача Римана-Гильберта и односторонняя задача 1 ильберта в... 61где (у>о(^)1 ^0(2)) ~ общее решение задачи (7.3). Таким образом, задачу (1.1) всегда можно свести к задаче (7.1). Обратное нс всегда верно. Следовательно, задачу (7.1) можно назвать обобщением задачи (1.1).Нашей основной целью является сведение задачи (7.1) к интегральному уравне­нию Фредгольма, которое имеет единственное решение в некоторой системе ал­гебраических уравнений. Сначала рассмотрим задачу (7.1) в каноническом виде :
^1(г) = +5о(*), * € Г। 7 — 0,1, .м мц (7-5)где 7о = 1« ~ некоторые отличные от нуля постоянные, п - индексфункции а(к) на Г и до(г) Е Н(Г), а и ^\(г) - искомые аналитические в области £> функции. Для того, чтобы показать, что задача (7.1) всегда сводитсяк задаче (7.5), мы рассмотрим следующую видоизменённую задачу :

У>о(*) = </’о(г) +/о(г), г € Го, (7-6)
<Ро(г) = ч/’о(г) + /0(2) *€Г,, ; = 1....... т, (7.7)где /0(2) € Я(Г) - заданная функция. а1,...,а„, суть комплексные постоянные. Здесь решением является вектор (^о(^), ^0(2)-«!.-• *.«») где />о(г) и - аналитические в Р функции.При /о = 0 задача (7.6), (7.7) называется однороднойЛемма 7.1. Неоднородная задача (7.6), (7.7) всегда имеет решение. Общее решение соответствующей однородной задачи имеет вид ф — с, 

гр = с, = 0, } = 1,... ГП, где с - произвольная постоянная.Доказательство : Выделяя действительные и мнимые части (/.6) и (<■<).получаем ДеФ^д) = А(х), ДеФ2(г) = /2(2), г € Г1,ДеФДг) = Д« + Де а,, ДеФ2(г) - + 1п»а2. 2«=Г,, ; = 1,...,т,где Л(к) = Де/0(х), Д(ж) = 1т/о(х). = ?о(*) ֊ ^0(2). ‘Ы*) = ֊Ч^з(з) +
Следовательно, задача (7.6), (7.7) сводится к видоизменённой з.щачс (2.32). I- 33), а утверждение следует из (2.35). Лемма 7.1 доказана.Не ограничивая общности, граничное условие (7.1) можно записать в виде

р(х) = 00(2) я” 0(х) + ГГо(х), (7-3)



02 Н. Е. Товмисжн, В. С. 3акарлнгде Оо(л) # 0 пр« ж € Г. индекс функции п0(х) на каждом контуре Г, равен нулю, ап- индекс функции а(я) на Г.Пусть (^0(х), 0о(ж),<*1....... От| - частное решение зндвпи (7 6), (7.7) для/о(х) = 1пао(х). (7.9)Здесь под 1па0(х) понимается непрерывная ветвь на Г. Так как а0(х) / 0 при я € Г и индекс функции а0(х) на каждом контуре Г, равен нулю, то такаянепрерывная ветвь существует. Из (7.6), (7.7) и (7.9) имеем«Р (0о(^)), х € Г, ] = 0,.... т, (7.10)
где то = 1, Ъ =Имея в виду (7.10), граничное условие (7.8) можно записать в виде (7.5) :¥>1(х) = 7? х" + <п(х), ж € Г,где Р1(х) = ?(х) ехр(-?0(х)),^1(х) = ехр(֊^’о(х)), 51(х) = '/о(х) ехрТаким браэом. задачу (7.1) свели к аналогичной задаче более частного вида17.5).Лемма 7.2. Пусть <^о(х) аналитична в открытом круге < Л, а 0о(х) аналитична вне этого круга. Пусть ^о(пс) — 0 и непрерывнопродолжаются до окружности |х — Хо| = R. Тогда

[ ^)/(х)ах = о, [ ^7)^^)՛^ = о- (7.11)
*|ж-»в|=ЛДоказательство : Разлагая в ряд Тейлора функцию $Ро(х) В круге \г - Хо| < Л и в ряд Лорана функцию ^о(х) пне этого круга и подставляя а левые части (7.11), доказываем равенство (7.11). Лемма 7.2 доказана.Рассмотрим следующую видоизменённую задачу : найти о области О аналити­ческие функции ф(х) и постоянные а։,..„ п,„, удовлетворяющие граничным условиям ¥>(х) = 0(х) + д(г), х € Го,?(х) =71 ^(х) +$(х), ж 6 Г1, ¥>(х) = 7, ^(х) + д(х) + а}, х€Г?, ; = 2,

(7.12)(7.13)(7.14)где д(х) - заданная функция из класса Я(Г), а71,...,у„1 - заданные, отличные от нуля постоянные, 7г # 1.Задачу (7.12) — (7.14) при д = 0 будем называть однородной.



Задача Ри мни а-Тальберта и односторонняя ֊задача Гильберта в... 63 I еорема 7.1» Задаче (7.12) — (7.14) имеет единственное решение.Доказательство : Не ограничивая общности, иы д >. к> -5; _^,.Ь1 -н ■><> шения этой задачи для случая, когда контуры Го, Гь. ,Гт являются окружнос­тями. Пусть (<₽(*), Ф(х). а-2........ат) является решением однородной задачи (7 12)— (7.14). Докажем, что <р(х) = 0, +(х) = 0. а, = 0 (/ = 2........ т). Для этогорассмотрим функцию и(я) = ф(х) +Со^(х), (7.15)где со > 0 мы выберем ниже. Ясно, что в области О имеет мести (5.1 - . По формулеГрина (см. [4], стр. 309) имеем
3

/г ну
ди(*) 

дх
Зн(х) (7.16)

где - внешняя нормаль к границе Г в точке х € Г <£• м> р. .--ины Из (7.15) следует на Г.
ди
ЗУ

дх
ЗУ

дх 3 ՛
ЗУ " д~а да

.7.17)где х = х +» у, х = х - « у. Из граничных условий 17.12 " 14 ти у = •) имеем
¥?(*) = 7, 0(*) + «г г€Гг ) = 0.......т.

И«)/=Ъ*'(х)֊.

.7-181
(7.19)где ао = о>1 — 0, 7о — 1- Из (7.17) — (7.19) получи м ■«,г — г - , -Ь-

= «коТВ ֊ 1) х€Г, ;зИ,. ,м.
О!У изСлсдоватс^лько

= * 52~ и(со^ + 11 [ ..2”»Г 'Г*1 ^=0Представим функцию ф(х) в видеф(х) = фо(*) + ... 4-^«(я). (..21)
где 0о(х) аналитична в области /?□ , а ^з(я), ..., аналитичны в Д,........Р՜ (см. 52), соответственно, и фДоо) = 0. Подставляя "г из I > 21 в '< 20' и используя Лемму 7.2 и формулу Грина ([2], стр. 261). подучим

[ ^^<), = ։ у՝(сог-1)(еог + ։) / <722>
Уг ЗУ
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f М*) d* = 2։ f IV'oWI2'Ь-dy, 
г, JD*
f ^j(*) = 2« [ |<';(Л)Г dx,llJ-

r> J°;

(7.23)
Выберем положительную постоянную Co, удовлетворяющую условию

Со iTj I > 1, (7-24)
Из (7.22) — (7.24) следует, что

du(z)
dN

(7.25)
Выцелип в (7.16) действительные и мнимые части и используя неравенство (7.25),получаем (7.2G)

j = 0, ...,тп.

Неравенство (7.26) возможно только при и = const. Используя (7.15) получаем
^(z) = cx, ^(z) = с2, (7.27)

где С1 и с2 - постоянные. Из (7.12) — (7.14) и (7.27) следует, что в однородном случае имеем ^(г) = I), ф{г) = 0, = 0. у = 2,.... га. Таким образом,единственность решения доказана.Теперь докажем существование решения задачи '7.12) — (7.14). Будем искать решение задачи (7.12) — (7.14) в виде
(7.28)

Q} ~ /г f^da-

(7.29)
(7.30)

где f(t) - искомая функция из класса Н(Г).Аналогично (4.7) можно доказать, что если у>(г) = 0, ^»(г) = 0, = 0, у = 2,..., т,то /(<) = 0.Подставляя и ау, у = 2, ...,т из (7.28) - (7.30) в (7.12) — (7.14),получаем интегральное уравнение Фредгольма вида (2.11). Из единственностирешения задачи (7.12) — (7.14) и (7.28) - (7.30) следует, что соответствующее уравнение Фредгольма имеет единственное решение. Теорема 7.1 доказана.



а в... 65Можно показать. что задача (7.5) сводится к задачам (7.6) - 1.7,7) и (7.12) ■ (7.14), т.е. к интегральным уравнениям Фредгольма, которые имеют единственные решения.
ABSTRACT. The paper studies Riemann - Hilbert and one-sided Hilbert problems for some classes of analytic functions. The aim of the paper is to reduce both problems to Fredholm equations. In the case of Riemann- Hilbert problem the corresponding Fredholm equation has unique solu­tion. Some results for the deficiency numbers are obtained.
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