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О ЕДИНСТВЕННОСТИ НЕСОКРАТИМОГО РАЗЛОЖЕНИЯ 
ОБЪЕКТА В ОБЪЕДИНЕНИЕ КОНЕЧНОГО ЧИСЛА 

НЕПРИВОДИМЫХ ПОДОБЪЕКТОВ

Главный результат — основная теорема § 6 о единственности не­
сократимого разложения объекта в объединение конечного числа не­
приводимых подобъектов в категории с нулевыми морфизмами при 
некоторых дополнительных условиях и следствие из нее, охватываю­
щие не только случай прямой суммы подобъектов и изоморфизма со­
ответствующих неприводимых компонент (§ 7), но и изогению объек­
та произведению простых подобъектов как в случае абелевых много­
образий ([5], теорема Пуанкаре о полной приводимости и следст вин 
из нее).

§ 1. Решетка подобъектов

Морфизм из объекта X в объект К будем обозначать Х<рУ, а 
композицию морфизмов ХрУ и УЬХ—рЬ. Если 1 = ^1», то / делится 
на <р слева и на справа.

Под подобъектом К*Х подразумевается класс эквивалентности 
мономорфизма К*Х, под факторобъектом х — класс эквивалентности 
эпиморфизма Х*К. Классы всех подобъектов Р(Х) и фактор объектов 
О (X) объекта X частично упорядочены с отношением порядка:

х < у-$=>х делится на у.
В частично упорядоченных классах Р (ЛЭ и <2 (Л) существует наиболь­
ший элемент — тотальный подобъект и, соответственно, факторобъект, 
задаваемые тождественным морфизмом 1д.

Если X—объект с конечными объединениями и (или) пересече­
ниями подобъектов, соответственно, факторобъектов, то Р (X), соответ­
ственно, О.(Х) — решетка по объединениям и (или) пересечениям, 
Сквозной морфизм коамальгамы (т. е. расслоенного произведения) се­
мейства подобъектов (КмХ, г£/) задает их пересечение. Поэтому в 
категории с конечными (соотв., произвольными) коамальгамами любой 
объект X является объектом с конечными (соотв., произвольными) пе­
ресечениями. Более того, в категории с коамальгамами для всякого 
объекта ХР (X)—полная решетка (это — простое следе твие, напр. 
теоремы б на с. 20 [2]).

Образ подобъекта К*Х относительно морфизма Ху У, то есть 
наименьший делящий х«> подобъект Л'у У, будем обозначать х^р. Если 
он существует для произвольного подобъекта К*Х (в частно сти, в ка­
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тегории с коамальгамами), определены изотонное отображение образа 
Р(А)фрР(У) и функтор образа Рш, сопоставляющий объекту X его 
класс подобъектов Р (Aj, а морфизму ? — отображение образа фр.

Образ тотального подобъекта 1х называется образом морфизма' 
ф. Морфизм с тотальным образом называется простым. Эквивалентно, 
простым называется морфизм, любой правый мономорфный делитель 
которого — изоморфизм. Очевидно, правый делитель простого мор­
физма — простой морфизм.

Морфизм Р называется дополнительным к образу х подобъекта х- 
относительно мерфизма ф, если pv = x©. Дополнительный ^морфизм к 
образу определяется однозначно и всегда — простой. Более того, в- 
категории с конечными коамальгамами:

(а) дополнительный морфизм делится на любой простой морфизм,, 
делящий х<? слева;

(б) если хер =■= pv, где Р—простой морфизм, а "х— мономорфизм^ 
то подобъект х является образом подобъекта х относительно морфиз­
ма ф.

Прообраз подобъекта Nt У относительно морфизма X? У, то есть 
наибольший из подобъектов К*Х, удовлетворяющих равенству 
хф = 0х при некотором морфизме K^N, обозначается х®р. Если (х, р)— 
коамальгама пары (ф, х), то, как нетрудно проверить, х будет прооб­
разом подобъекта х относительно морфизма ф. Если прообразы под­
объектов относительно 'морфизма Аф У существуют (в частности, в 
категории с конечными коамальгамами), определено изотонное отоб­
ражение прообраза Р ( У) фр Р (X). При этом сопоставления X -► Р (А) 
Ф —► фр определяют функтор прообраза Р*.

Простой морфизм N't У называется универсально простым, если 
при лмбом морфизме X<fY морфизм Кч-Х из пары (х, р), задающей 
коамальгаму пары (ф, х), является простым. При этом и х—универ­
сально простой морфизм.

Предложение 1. (а). Для произвольных морфизма Аф У и 
подобъектов х £ Р (А) и х £ Р ( У) справедливы соотношения

х?р'Р₽> *> v >■ *фр ?р-

(б). В категории с конечными коамальгамами:

хфРф₽ = х, если ф — мономорфизм;

хфрфр = х, если ф — универсально простой морфизм..

Предложение 2. Пусть (Ajx/A, г £/) —произвольное семей­
ство подобъектов, Аф У— морфизм, для которого определено отобра­
жение прообраза sp, N^iY—образ подобъекта х4 относительно ф, 
АхА — объединение семейства подобъектов (*/,/£/]). Тогда образ под­
объекта х относительно морфизма ф существует, если и только если 
существует объединение семейства подобъектов (хг, i £ 1); при этом 
они совпадают. (Ср. [7], с. 72).

Доказате л ьс т в о. Пусть N'tY — образ подобъекта х относи­
тельно ф. Из соотношений х։ х следует, что Х| к. Рассмотрим под,-
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объект Я'УУ, содержащий все / £ /. Возьмем его прообраз х' от­
носительно <р. Тогда в силу предложения 1 и изотонности отображе­
ния прообраза х/։<х' при всех /£/. Поэтому х<х' и, следовательно, 
■согласно предложению 1 и изотонности отображения образа 
Таким образом, * = II *ь «€'

Обратно, предположим, что * — объединение семейства подобъе- 
•тов *1, ։"С / и х'= Тогда, как и выше х^х', поэтому х® делится 
на V. Пусть V/ У— произвольный мономорфизм, делящий х<р. Тогда все 

■х;®, ։£/делятся на ՝>', значит при всех /£/, следовательно, и
то есть V =» Х(рр.

Следствие. В категории с конечными коамальгамами образ 
объединения семейства подобъектов и объединение образов этих под- 
■объектов существуют одновременно и совпадают.

Упорядоченная пара морфизмов (а, ?) называется диагонализуе- 
,мой (см. [6] или [7|), если

хф = он =► Т[р | ар = х, р® — ■».

Предложение 3. В категории с конечными коамальгамами лю­
бая пара (о, <р), состоящая из простого морфизма а и мономорфизма 
с, диагонализуема.

Доказательство. Пусть и (у, <р) — коамальгама пары

(ф, V). Отметим, что ф — мономорфизм. Существует морфизм р такой, 

ЧТо ру==х, рр = а. Так как о — простой морфизм, из моноиорфности 
® следует его изоморфность. Взяв р = 'р V, будем иметь ар = рх « 

= Х, р<р=<|>

§ 2. Несократимое разложение объекта в объединение 
конечного числа неприводимых подобъектов

Подобъект ? называется неприводимым, если
5=Сит)=*-5=С или ; =

Объект X называется неприводимым, если его тотальный подобъект 
неприводим.

Объект X называется объектом конечной (ко) глубины или (ко) 
артиновым, если в решетке Р (ЛГ) (соотв., (5 (Л)) не существует беско­
нечной убывающей цепи подобъектов (соотв., факторобъектов) 
>?։•■•. Объект X называется объектом конечной (ко) высоты или’(ко) 
нетеровым, если в Р (А) (соотв., О (А)) нет бесконечной возрастающей 
цепи подобъектов (соотв., факторобъектов) ч < £.ч<С ՛ • •

Разложение 5= II ч подобъекта ; в объединение подобъектов Ь 
<€/

назызается несократимым, если для любого /£/ Е =/= и

Предложение 4. Всякий артинов объект X обладает несокра­
тимым разложением в объединение конечного числа неприводимых 
подобъектов.
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Доказательство. Если бы в каждом разложении Х= U В/ 

1-1
объекта X в объединение конечного числа своих подобъектов В/ суще­
ствовал приводимый подобъект, то как нетрудно убедиться, объект X 
обладал бы бесконечной убывающей цепью подобъектов.

Всякое разложение в объединение подобъектов можно превратить 
в несократимое, если отбросить все .лишние“ ,подобъекты, манкиро­
вание которых не меняет результата объединения-

Предложение 5. Если X — объект с дистрибутивной решет­
кой подобъектов и X = U В/ = U "Ц/ — несократимые разложения объек-

та X в обединение неприводимых подобъектов, то существует биек­
ция laJ такая, что подобъекты В/ и т)0 (/, совпадают при всех г £ /.

Доказательство. В силу дистрибутивности решетки Р (X) 
В/ — В< Л (U )— U (В/ П qj) для произвольного ։'£/. Из неприводимости 

I& &
подобъекта следует, что Bz = ?z Л *1/ для некоторого / = ° (։) из J, 
поэтому Bz-<7)O(Z)- Аналогично найдется такое, что < Вг. По- 
транзитивности В։ < В,, откуда вследствие несократимости разложения 
U В* должно быть / = i՛ и В/ — 7)о (/,. Полученное сопоставление i ->о (f 

определяет нужную биекцию.

§ 3. Равномерные морфизмы

В категории с нулевыми морфизмами ХОхуУ для любого объек­
та X классы подобъектов Р (А) и факторобъектов Q(AJ имеют наи­
меньшие элементы: нулевой подобъект Оох, и нулевой факторобъект, 
Охо, где О в индексе означает нулевой объект.

Под ядром кет морфизма X<f Y понимается как мономорфизм 
К*Х, обнуливающнй о слева и деляющий всякий морфизм, обнуливающий. 
<р слева, так и класс эквивалентности этого мономорфизма, т. е. под­
объект объекта X. Ядро морфизма X<f Y —ч наибольший подобъект 
объекта X, имеющий нулевой образ относительно <р. Ядро произволь­
ного мономорфизма XyY существует и тривиально (то есть равно ну­
левому подобъекту Оох)- В категории с конечными коамальгамами 
существует ядро любого морфизма X<f>Y; им является прообраз нуле­
вого подобъекта Оог относительно морфизма <р. Двойственно, под 
коядром соке г® морфизма X<pY понимается и факторобъект объекта У и 
любой представляющий его эпиморфизм. Корректно определяется также 
коядро произвольного подобъекта, любой представитель которого на­
зывается факторизацией по этому подобъекту. В категории с конеч­
ными амальгамами существуют факторизации по всем подобъектам.

П р е д л о ж е’и и е 6. Любой представитель Уф2 коядра произ­
вольного морфизма А® У является простым эпиморфизмом.

Доказательство. Эпиморфность ф требуется по определе­
нию коядра. Если ф = ф'т], где т)— мономорфизм, то <рф' = О, поэтому 
существует морфизм V такой, что ф' = фт/. После подстановки и сок­
ращения на эпиморфизм ф справа получаем vj'tj = 1, откуда в силу 
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мопоморфкости 7J и ipj' = 1. Таким образом, Ч - изоморфизм и, следо­
вательно, ф —простой морфизм.

Отображения ядра и коядра антиизотонны в следующем смысле:
X =» ср-p => кет <р •< кег X, coker ф < ceker X.

Предложение 7. Для произвольного морфизма X? У.

(а), кег coker ф делит ? справа, coker кег ф делит ф слеза;
(б), coker кег coker ф = coker <р, кег coker кег ® ™ кег ф.
Мономорфизм и подобъект К*Х ;называются нормальными, если 

коядро * существует и х = кег coker х. Двойственно определяются 
хонориальные эпиморфизм и факторобъект. Согласно предложению 7 
(ко) ядро любого морфизма является (ко) нормальным подобъектом 
(соотв., факторобъектом) при условии существования его коядра 
(соотв., ядра).

Отображения ядра и коядра задают взаимно обратные биекции 
между классами Ро (Л) нормальных подобъектов и Q0(-<Y) ненормаль­
ных факторобъектов объекта X. На биекции между Р0(Л՜, и Q0(Ar) 
основан, тах называемый, второй принцип двойственности (см. [3]’для 
случая абелевых категорий). При действии второго принципа двой­
ственности совпадают понятия коартиновости с нетерозостью и коне- 
теровости с артиновостью.

Прообраз нормального fподобъекта относительно произвольно­
го морфизма является нормальным подобьектом. Аналогичное утверж­
дение для образа нормального иодобъекта относительно произвольно­
го морфизма неверно, однако,-как мы увидим в следующем параграфе, 
справедливо для являющихся равномерными морфизмами факториза­
ций при некоторых дополнительных условиях.

Морфизм Ху Y называется (решеточно) равномерным по данному 
семейству подобъектов объекта X, если для любого подобъекта К*Х 
из этого семейства прообраз образа относительно морфизма ф суще­
ствует и равен объединению этого подобъекта с ядром морфизма ф.

Морфизм X<f Y называется равномерным, если он равномерен по 
семейству всех подобъектов объекта X.

Любой мономорфизм X<f Y равномерен относительно произволь­
ного семейства подобъектов объекта X в силу предложения 1 (б) и 
тривиальности ядра мономорфизма.

Предложение 8. (а). Если композиция X морфизма X<fY и 
мономорфизма | равномерна -по некоторому семейству подобъектов 
объекта X, то и ф равномерен по этому семейству подобъектов.

(б). Композиция X мономорфизма Лф Y и равномерного по семей­
ству подобъектов М объека Y морфизма ф равномерна по семейству 
подобъектов N объекта X, образы которых относительно ф принадле­
жат семейству М, если решетка Р(У) модулярна (см. [4]).

Доказательство, (а). Согласно предложению 1 (б), приме­
ненному к мономорфизму ф, и функториальности Р„ и Р* для произ­
вольного подобъекта х из заданного семейства подобъекта объекта X 
получаем
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*?Р ?р— *?Р tP4,Р’Рр — «ZPХР = и U кег х — хU кег ф.

(6). Опять в силу фуикториальности отображений образа и про֊ 
образа, а также условия равномерности морфизма | по М для пронзт 
вольного подобъекта » из N имеем

хХр Х₽ = х?р фр фр ?р = (хор и кег |) f₽.

Поскольку — мономорфизм, последнее выражение равно ((«fpU 
U ker |) П ?) ф₽, которое с использованием свойства модулярности ре­
шетки Р ( Y) преобразуется к гиду (ут,-U (her ь П Опять кз-за 
мономорфности ? в силу предложений 1 и 2, получаем

(*<₽р U (кег х) ч>?) ?р = (х (J кет х) ?р фр= х U кег Z,

Прежде, чем перейти к следующему [предложению, сделаем два 
замечания. Во-первых, для мономорфизма <р отображение прообраза 
определено в силу того, что Р (У) — решетка (в частности, по пере­
сечениям). Во-зторых, если М = Р ( Y), то, о чевидно, N = Р (Л՜).

Предложение 9. В категории с конечными коамальгамами 
образ NvY неприводимого подобъекта К*Х относительно равномер­
ного морфизма Х<? Y неприводим, если решетка Р (X) модулярна, а 
дополнительный морфизм ", подчиняющийся равенству tv = хф, универ­
сально прост.

Доказательство. Предположим, что т = а11₽для некоторых 
подобъектов аир объекта Y. Тогда а' и £3' — 1,у, где а'<= avp, р^= [3vp. 

Взяв а = а'х1 и P=P'tP, согласно предложениям 1 и 2 и условию 
универсальной простоты ? будем иметь

(a (J Р) “։₽ = л'хр хР U ₽Чр tP — a' (J р' = 1л.

Так как X<f Y— равномерный морфизм, а X—объект с модуляр­
ной решеткой подобъектов, согласно предложению 8 морфизмы, 
ху =э tv и, следовательно, т равномерны. Последний морфизм к тому 
же простой, поэтому

1х ет 1лч 't₽ = (® U Р) тр 'с₽ — « U Р U кег т.

Подобъекты а и Р, являясь прообразами подобъектов относи­
тельно т, содержат ядро этого морфизма. Следовательно, получаем 

a U Р = 1*. Ввиду неприводимости подобъекта К*Х либо а = 1, либо

Р = 1, откуда вытекает, что по крайней мере один из морфизмов к' и 
В' делит простой морфизм т, поэтому является изоморфизмом.

Предложение 10. Пусть Х= U Еч—несократимое разложение
I

объекта X в объединение подобъектов Еч, X<fY—равномерный отно­
сительно семейства всевозможных объединений подобъектов Еч мор­
физм с ядром ker <р = U Еч, для которого определено отображение

обратного образа fp, a —образы подобъектов Еч относительна
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•®. Тогда образ Ч морфизма <р представляется в виде несократимого 
объединения подобъектов тц, [£1\Х.

Доказательство. так как определено <р₽, согласно предло­
жению 2 т( = 1х<рр = (и «ЗТр“ 0 V Здесь все ^ = 0 при ։£К, пото­

ке/ 4'
му что являются образами относительно <р таких подобъектов, кото­
рые лежат в ядре этого морфизма.

Предположим, что т)= О ’Пр .где Тогда ■/, = (□ £() ։рр
/ел

и в силу равномерности морфизма <р I - Ъ’ГР = (и '/) II кег <р= и Е(.

Так как исходное разложение — несократимое, ]{]К=1. Таким обра­
зом, несократимо и разложение т) = I) 'ЧГ

1(=Г\К

§ 4. Наследуемость свойств

Пусть X — произвольный объект, М — семейство подобъектов 
объекта X, X1? У — некоторый морфизм, — семейство образов всех 
подобъектов из М относительно морфизма <р. Будем говорить, что 
свойство, которому удовлетворяет семейство подобъектов Ы, насле­
дуется при:морфизме ®, если семейство подобъектов Ы* также обла­
дает этим свойством.

Предложение 11. В категории с конечными коамальгамами 
следующая совокупность свойства семейства подобъектов {Ы объекта 
X наследуется при всех’ факторизациях объект* X по подобъектам 
из семейства К.

(1) . М — замкнутое относительно объединений семейство нормаль­
ных подобъектов объекта X.

(2) . Факторизация объекта X по каждому подобъекту из семей­
ства Ы существует и является универсально простым морфизмом, рав­
номерным по семейству подобъектов Ы.

(3) . Морфизм, дополнительный к образу любого подобъекта из 
И относительно факторизации по произвольному подобъекту из се­
мейства Ы, является эпиморфизмом.

Доказательство. Пусть /?рХ—произвольный подобъект семей­
ства Ы, Хч>,>Х(—факторизация по нему, No—семейство образов под- 
объктов из Ы относительно «рр. Их существование гарантируется усло­
вием (2). Проверим, что семейство подобъектов Ир объекта Хе удов­
летворяет условиям (1)—(3).

В силу условия (2) и определения равномерного морфизма обра­
зы подобъектов из И относительно ур существуют. Так как Ы замк­
нуто относительно объединений, согласно следствиию из предложе­
ния 2 Мр также будет замкнутым относительно объединений. Чтобы 
доказать нормальность образа ЛГрхр^р подобъекта К*Х из семейства N 
относительно ?р. надо убедиться в существовании факторизации но 
подобъекту хр.

Для факторизаций ор, ®։, ©։ир по подобъектам, соответствующим 
индексам, существуют морфизмы <р£и|։ и ф^ир, однозначно определяе-
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мые равенствами ?хир в"?,?»иг։ При этом 4%,՜ факторизация
по подобъекту

Действительно, дополнительный морфизм 8* к образу хр 
подобъекта х относительно факторизации <рр, подчиняющийся равен­
ству ОрХр = х<рр, эпиморфеи согласно условию (3). Поэтому из равенств- 
8р хр ф£и,=х?» ?1ир — 0 следует, что хр <р!иР = 0.

В силу равномерности морфизма <рр по Ы *(Рр)р(тр)р = хр (?р)₽ = 
= хОр, поэтому существует морфизм 7, который в паре с «Ор дает 
коамальгаму пары (<рр, хр).

Предположим, что <₽рт) =• 0, Тогда (*ир) Т = 0. Следова­
тельно ?Р = фхКр С для подходящего морфизма С. Подставляя ф։иР = 
= ®р??Ор и сокращая’на эпиморфизм ®р, получаем 1 = ®£и?ч. Таким обра­
зом, ®хО, — факторизация по подобъекту хр.

Заметим, что ?£ир, являясь правым делителем универсально про­
стого морфизма <РхИр։ сам универсально прост. Так что для полного 
доказательства наследовательности свойства (2) осталось проверить 
равномерность факторизации ։р£ир по семейству подобъектов Ыр.

Чтобы закончить доказательство наследуемости свойства (1), ос­
талось проверить нормальность подобъекта хр, то есть равенство 
хр = кег<рръ-р.

Предположим, что ՝։'/'р£ир = $ и рассмотрим коамальгаму (х', <р') 
пары морфизмов (<рр, /). Поскольку х'<ьхир = ։р'у' ®₽ир — 0 и ф։ир—фак­
торизация по нормальному подобъекту х и р (который, следовательно» 
является его ядром), существует морфизм у' такой, что, х'= ('(хЦ р).

Так как (х и р) ^=/7 хр, где — простой морфизм (в си­
лу универсальной простоты ֊факторизации £фр), а 7р—мономорфизм, 
ввиду свойства диагонализуемости пары ('-р', хр) существует морфизм 
а такой, что охр=/. Тем самым хр= кег ч>?ир и наследственность свой­
ства (1) доказана.

Проверим наследственность условия (3). Пусть —произ­
вольный подобъект семейства Ы, ур| и ?ри։ — его образы относительно 
факторизаций фр и <ррих, соответственно, а 8^ и 8^их — соответствую­
щие дополнительные простые эпиморфизмы. Так как 8Ри» Урих=^ ։ррих= 
==; 8Р ур <ррих, в силу свойства минимальности дополнительного простого 
морфизма орих к образу в категории с конечными коамальгамами имеем 
8Рих=8^8' для некоторого морфизма 8', который, будучи правым дилите- 
лем простого эпиморфизм* $ри«, сам прост и эпиморфен. Подставляя 
последнее равенство в предыдущее и сокращая на эпиморфизм 8р спра­
ва, получаем равенство 8'урих = урэРих, где 8'—простой морфизм, а Урих— 
мономорфизм. Значит ури։ — образ >р относительно морфизма 7>ррих с до՜ 
полнительным простым эпиморфизмом 8'.

Осталось завершить доказательство равномерности морфизма 
ф’ир относительно семейства подобъектов Ыр. Для произвольного под­
объекта *р из Мр имеем
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шотому что (®р)₽ (<Рр)р = 1 в СИЛУ универсальной простоты морфизма 
<р Используя функториальиость отображений образа и прообраза и 
равномерность морфизма <р,и₽- последнее выражение преобразуем к 
виду ('г □ х и р)(Ч’р)р’ которое согласно предложению 2 равно тр.11х։. 
Предложение 11 доказано,

§ 5. Комбинаторное утверждение

Предложение 12. Пусть А — квадратная матрица порядка п. 
7՛_ подмножество множества значений элементов а/,, матрицы А, 
удовлетворяющие следующим условиям:

(а) для любых попарно различных строк г։, 72, 6,-1 найдутся
попарно различные столбцы /։, /а,---, /л-1 так, что £ Т при всех

(б) в каждом столбце матрицы А есть элемент со значением из 
Т. Тогда

(в) существует подстановка з степени п такая, что а*.(*)£ Т 
при всех 1с £ 1; л;

Доказательство. Прежде всего отметим, что условия (а)—(в) 
инвариантны относительно любых перестановок строк и столбцов, по­
этому справедливость предложения 12 достаточно проверить для не­
которой матрицы С. получаемой из А такой перестановкой.

Так как матрица А удовлетворяет условию (а), найдутся эле­
менты Т при всех г£1; п — 1 с /г¥=;\ при г =# з. Согласно (б 
существует элемент ацп(^ Т, где /л ¥=/г при всех г £ 1; п—1. Если 
г = п, подстановка а (,) — ]Г1 г £ 1; п будет удовлетворять условию (в). 
Далее будем предполагать, что г<^п.

Из условия (а) следует, что найдется элемент а„/ 6 Т, причем 
согласно предыдущему можно считать, что / =/=/„. В этом предполо­
жении у-тый столбец содержит два элемента из Т: кроме ап/ еще аГ] 
при г<п —1 /<■“/• Если /=/ , пед.-та! с։ 1.а а, определяемая равенст­
вами о (г) =/г при г 6 1; п —-1, г =/= ։, о (/) = /п и о (п) = /։, будет удов­
летворять условию (в). В дальнейшей предполагается, что /¥•/*•

Переставим у-тый столбец на первое место, а ;\-тый и /„-тый 
столбцы, содержащие Г-значные элементы в г-той строке, на 
(п — 1)-ое и п-ое места, а затем перестановкой строк полученную 
матрицу приведем к виду С = (сл։) с Т’-значными элементами с։։, 

сл» и сг+1 г при 1; « —1-
Обозначим через Вт подматрицу матрицы (7, составленную из 

элементов, стоящих на пересечениях первых тп + 1 строк и пер­
вых т столбцов. Матрица В = 51 удовлетворяет следующему усло­
вию:
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(г) присоединением произвольного столбца, содержащего хотя бы 
один Т'-значный элемент, к В получается квадратная матрица, удов­
летворяющая условию (в).

Предположим, что и матрица В «= Вт удовлетворяет условию (г). 
Матрица С, полученная из матрицы А перестановкой строк и столб­
цов, удовлетворяет условию (а). Поэтому для строк 1, 2,п—1. 
можно найти соответствующие попарно различные столбцы/։,/։»• • •,/я-1 
так, что Г-значны при всех п—1. В частности, найдется 
Т'-значный нлемент сп с г < т 4- 1 и т 4֊ 1.

Случай 1: —2. Переставив з-тый столбец с (т 4֊1)-ым столб­
цом, затем (т+2)-ую строку, с $ 4-1-ой строкой,получим матрицу в ида 
С, у которойуже под матрица В„+1 будет удовлетворять условию (г) 
Проверим

Присоединим к матрице Дп-н (т-|-2)-й столбец с Т'-значный 
элементом 6/ ш֊|֊2. Если / = т 4֊ 2, так как матрица Вт удовлетворяет 
условию (г), найдется подстановка я порядка т 4՜ 1 с 7'-звачными 
элементами с г, цу при всех 1; т 4՜ 1. Определим подстановку т по­
рядка т 4^5, положив ПРИ »»4-1 и т (т 4֊ 2) = т-\-2.

Если <£1; т-|-1, опять воспользовавшись тем, что матрица Вп 
удовлетворяет условию (г), найдем подстановку а порядка т 4՜ 1 та­
кую, что с/в (/) Т-значны при г£1; тп4-1, / и ։(/) =т42. В этом
случае подстановку т порядка т+2 определим условиями; т (/)=□(/) 
при 1; ш4 1 и •'.(т 4՜ 2) = т 4- 1. В обоих случаях по построению 
Сьсо Т-эначны при всех г£1; т-\-2. Таким образом, матрица Вп։ +։ 
удовлетворяет условию (г).

Указанным способом увеличивая размеры матрицы В пока имеем 
дело со случаем 1, придем к случаю 2.

Случай 2: 5^>п— 1. Так как матрица Вп удовлетворяет усло­
вию (г), найдется подстановка т порядка т 4-1 такая, что сн (ц Т’-зиач- 
ны при всех ։£1; т4~1, ։=/=г и Определим подстановку а
порядка п условиями: о(г) = ֊с(0 при *€ Ъ т-|-1 и о(/) — 1 при
։^т + 2; п— 1. Подстановка о будет удовлетворять условию (в).

§ 6. Основная теорема

Теорема. Пусть объект X категории с нулевыми морфизма­
ми и конечными коамальгамами допускает несократимые разло- 

т п
тения и и и в объединения непреводимых подобъектов Ь и 

I- !-\
т\). Предположим, что всевозможные объединения подобъектов ч/ и 

существуют и семейство ЭД этих объединений удовлетворяет 
условиям (1)—(3) предложения 11 и, кроме того, ненулевые стразы 
неприводимых подобъектов и 'и относительно факторизаций по 
подобъектам семейства Рч неприводимы. Тогда гп = п и при неко­
торой биекции индексов о образы подобъгктов Е/ и относи­
тельно факторизаций по подобъекту II совпадают.
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Доказательство проводится индукцией по числу подобъек 
ТОВ в несократимом равложении.

Еслн ш = 1> то из равенства Е։= и в силу неприводимост֊ 
/-։

Е следует, что = Ч/ Аля некоторого /, поэтому ввиду яесократии- 
л

мости разложения II щ имеем п = 1.

Пусть ։։, ։'։»• • •» г’я — произвольная перестановка чисел 1, 2,■ • т. 
Рассмотрим факторизацию 2«?, и по подобъекту 5,^, образы и։, 
подобъектов Ер относительно морфизма (они существуют сог­
ласно условию (2)). Так как факторизация — простой морфизм, в

т п
силу предложения 2 £/ = «= II у,- Из последнего разложения м ՝։ -

но выделить несократимое разложение 11= и ■оу, отбросив все лип- 

ние подобъекты, не влияющие на результат объединения. Разложе . е 
т—1

гг = и и, будет несократимым согласно предложению 10. Из пред- 
4-1 4

положений теоремы следует, что подобъекты и1 и последних разло­
жений неприводимы.

Всевозможные объединения подобъектов и, и существуют на 
основании условия (1) и предложения 2. Семейство 14' всех таких 
объединений удовлетворяет условиям (1) —(3) согласно свойству насле 
дуемости этих условий (предложение 11). Из доказательства этого же 
предложения известно, что факторизация ф по любому подобъекту се­
мейства 14' в композиции с является факторизацией по некоторому 
подобъекту семейства Ы. В силу функториальности отображения обра­
за ненулевые образы неприводимых подобъектов и1 и относительно 
факторизаций по подобъктам класса 14' неприводимы, потому что сов-
падают с образами неприводимых подобъектов и 
факторизации по подобъекту из семейства 14.

По предположению индукции ] состоит из т — 1

относительно

элемента и
образы подобъектов ц. при Л I, относи֊

тельно факторизации по нормальному подобъекту К н/ совпадают 
_______ ***4

при всех к£ 1; т—1. Воспользовавшись равенством ф = <? ф, и 
функториальностью отображения образа, получим, что

(а) для произвольных попарно различных ։։, ։։,•••, -| £ 1> т
существуют такие попарно различные /1։ что образы

и Ч/4 относитеАЬН° факторизаций совпадают при всех к£1; т—1.
Взяв прообраз равенства £/ •= и и = (и тп.) (<р, ) относительно՛

>е/ 7 & 7 " ₽
равномерного морфизма с ядром Е, , получим

т(։) и в,. ;е/ ‘ (*>
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Поэтому образ объекта Л относительно факторизации по нормально­
му подобъекту = и с одной стороны равен образу 6^ подобъек­

та ;/։ а с другой стороны, объединению и т), образов подобъектов 
" /77

У'-
Предположим, что = 0. Тогда '^ = 0 и, следовательно,

при всех I У, потому что т1у в силу нормальности является ядром 
своей факторизации. Но тогда вследствие [несократимости разложе- 

п
ния Х= и ''I. имеем 

/-г ՛
жению на У получаем п~т— 1.

Если подобъект — ненулевой, то он согласно [предположениям 

У= 1; п, откуда согласно индуктивному предполо-

теоремы неприводим, поэтому = т)'г при некотором г У и, -следо­
вательно, г,' < при всех I £ У- Перейдя к прообразам относительно 
факторизации по подобъекту т]у, в силу равномерности этого морфиз­
ма и изотонности отображения прообраза получим, что и Чу и 7)г
при всех I £ у. Из этих соотношений следует, что X ”= уи т]г и в силу 

п
несократимости разложения Х^и получаем У и [г|=1, и-Вместе с

индуктивным предположением это дает т =»п. Таким'образом, в любом 
случае л <т. По соображениям симметрии аналогично т ■£ п. Итого

Заметим, что теперь равенство (*) можно переписать в виде 
= и т;^) и ?(п. Опять воспользовавшись соображениями симметрии

п п
между разложениями Х= II II Чр получаем:

1-1 /=։

(б) для произвольного з£1; п найдется г^1; п, удовлетворяю­
щее условию Л— (и II ?).; при этом образы подобъектов и тк отно- 

1^г _
сительно факторизации по подобъекту и £< совпадают. 

1+г
Построим квадратную матрицу А=^(а1/) инциденции разложения
п я

Х= и относительно разложения Л= и 1, положив а,. — 1, если
/-I /-1 1 у

образы подобъектов с( и относительно факторизации совпадают, 
и а{у = 0, в противном случае. Доказанные выше свойства (а) и (б) 
влекут выполнение условий (а) и (б) предложения 12. Поэтому сог­
ласно свойству (в) этого предложения Мтрр = 7,0 <0 (?Рр ПРИ всех 
I £ 1; п для некоророй подстановки а.

Следствие. Если в категории с нулевыми морфизмами, ко­
нечными коамальгамами все подобъекты объекта X нормальны, обра­
зуют модулярную решетку и существуют факторизации по ним, 
являющиеся универсально простыми равномерными морфизмами с 
универсально простыми дополнительными эпиморфизмами к образам
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подобъектов относительно этих факторизаций, то при любом несокра- 
» я .

тимом разложении^-“ и «/=^0^ в объединения конечного числа не­

приводимых подобъектов тп = л и ч (три ^»(о(Т/)р Д*я некоторой 
подстановки а.

Достаточно к теореме применить предложение 9.

§ 7. Прямая сумма подобъектов

Объединение ХгИХ семейства подооъектов (Л)Е/2Г, /■.-/) будем 
называть суммой этого семейства, если

х^а = р у/ £ 1=> а = р,

где (Х,*, X,) — семейство морфизмов, однозначно определяемых 
равенствами х/ Е, = Ег Прямая сумма Е, — © Е4 определяется дополни­

тельным условием
V (X, У, ։ £ /) Я У> \-г\ = у / 6 /■

Таким образом, если 6,= © Е։, то (Х^ X,) г £7) — копроизведе- 

ине (сумма) семейства объектов (Х(, Обратно, если в категории 
с пулевыми морфизмами (Х^Х, I £ /) — копроизведение семейства 
объектов (Л). г £ /), то все в — мономорфизмы и X является объеди­
нением семейства подобъектов (ч, г £7).

Объект X называется кохопфовым, если любой простой эпимор­
физм Х\Х является изоморфизмом. Очевидно,^любой коартинов объект 
кохопфов. В категории со вторым принципом двойственности всякий 
иетеров объект кохопфов.

Предложение 13. Если в условиях теоремы § 6 X — кохопфов 
т п

объект ы ч = ф^, причем всевозможные объединения подобъ- 

ектов являются суммами,;то т—п и для подходящей подстановки о 
подобъекты Х1\1Х и Уа щ и]а X изоморфны, т. е. существуют изо­
морфизмы при всех г£1л.

Доказательство. Согласно теореме § б т —п и найдется под­
становка о такая, что образы Е4 и т)яр) относительно факторизации <р4 
по подобъекту Ел совпадают. Поменяв индексы подобъектов гу 

можно считать, что а — тождественная подстановка. В качестве фак­
торизации <р4 можно взять морфизм Х^Х» однозначно определяемый 
условиями и ։д(=0 при /=/=г. Действительно, если Е4 = и

есть сумма объединяемых подобъектов и «у — удовлетворяющие ра- 
венствам ху$г = морфизмы, то ?,?4=0, потому, что х/О = Еу^4 = 

для всех /=/=/. Более того, если 5(ф = 0, то Ф =г= х 7, Ф = 0 
при всех/=/=։. Поэтому для композиции фн "ц Ф имеем ь -=9^ £.
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при исех ) փ է и = Поскольку X — сумма подобъектов Е/,
I л, получаем Ф — Т/ЧФ-

Так как 1, образ подобъекта Е, относительно рассмот­
ренной факторизации у, тотален. Поскольку образы подобъектов Е( к 
՜ղէ относительно у։ совпадают, существует дополнительный простой 
апииорфязы ¥{ Хг удовлетворяющий равенству т( = <рг

По определению прямой суммы X = ф и, для семейства морфиз­

мов (¥ւ՜լհւճ, /£1п) существует единственный морфизм Х\Х такой, 
что Ет4 Ег

Проверим, что Е — простой морфизм. Предположим, что Е=«ар с 
мономорфным Р н (р։, у,) — коамальгама пары (Е/։ £)• Так как Е։ = 
■= րկ ։8 для лтобого ։ £ 1 п, существует единственный морфизм удов­
летворяющий равенствам •—Ղ®' Из первого равенства в
силу простоты морфизма т4 и ыоиокорфкости следует, что —изо­
морфизм. Тогда Е, = ₽7 ։ т֊ е֊ Լ <?• 'Поскольку эти соотношении 

__  я 
выполняются для всех п и Х=* Ս Ер получаем, что ? —изокор - 

фиэм.
Теперь покажем, что Е—эпиморфизм. Если Ей = Ео, то для лю­

бого г £ 1 л քկ Ем —= г)1 Еи, следовательно, ՜։ Լէս = Е(о. Из эпиморфностп 
морфизмов вытекает, что հէ и = Е, V. Точно так же, как и выше, полу« 
чаем и = и=;/о. Так как эти разгясга։ выполняются дла всех <՝£1п и 

Л
X = ф Е/, получаем, что и о.

В силу кохопфовости объекта X простой эпиморфизм ХЪХ 
будет изоморфизмом. Поэтому из равенства следует, что
Т| — монорфизм. Поскольку к тому же х/ — простой морфизм, он бу­
дет изоморфизмом, что и требовалось доказать.

Предложение 13 является аналогом теоремы Крулля—Ремака— 
Шмидта ([3]) о единственности разложения в прямую сумму неразло­
жимых подобъектов инъективных объектов в абелевых категориях, 
распространенную Атьей ([1] или [3]) на произвольные объекты абе­
левой категории с некоторым условием конечности.
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Ս. Հ, ԴԱԼԱԼՅԱՆ, Օբյեկտի վերջավոր թվով չքերվող ենթա օբյեկտ ների միավորման . 
անկրնատելի վերլուծության միակության մասին (ամփոփում)

Գլխավոր արդյունքը' որոշակի լբս,9ոլբիլ պայմանների բավարարող զրոյական մորֆիզմ- 
ներով կատեգորիայում օբյեկտիՀ վերջավոր թվով չբերվող ենթաօբյեկտների անկրճատելի ■ 
վերլուծության միակության մասին թեորեմն է, որը ընդգրկում է ինչպես ենթաօբյեկտների ՚ 
ПкЧ^Ч. գումարին իզոմորֆ ութ յան է այնպես նաև ի զոդեն ութ յան դեպքերը։ 
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S. Н. DALALYAN. On unequeneee of minimal decumpotlon of object to the anlcn of 
finite number of irreducible eabobjecte (summary)

Main result is theorem about uniqueness of minimal decomposition of ^object to 
the union of finite number of irreducible subobjects in the category with zero morp­
hisms with some complementary conditions which {embrace both cases՛ the case of 
isomorphism of direct sum of subobjects and the case of isogenie.
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