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ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ МНОГОЧЛЕНОВ

1°. Пусть Т'п (О—тригонометрический многочлен порядка п, имею­
щий 2п вещественных нулей в промежутке [—л, л).

В данной статье будем обозначать через х{ хз < • • • < х։п и 

р5<Суг < • • • < у2п соответственно нули)* тригонометрического мно՜ 
гочлена Тп (<) и его производной Т'п расположенные в проме­
жутке [ —Я, Т.).

Обозначим через ®'п(А) класс всех тригонометрических многочленов 
порядка п, которые удовлетворяют следующим трем условиям: любой 

тригонометрический многочлен Тп (/)£ (А) 1) имеет 2 п простих
нулей х]<х'։ <■ • • < х'7п в промежутке [ — к, к) и удовлетворяет не­

равенствам
2) max I Т„ (t) I < 1,

3) min max | Tn (f) | > A,

где х'л+1 = x' + 2֊ и A £ (0,1].

Расхождение последовательных нулей x{ x7 x'n триго­
нометрических многочленов Т'п (t) класса Wn (h) будем характери­
зовать следующими величинами:

[A] = inf rain |х{—x/^jI
Гп *06 V’n (Л) 1 / < 2 п

и

’ Dn [А) = sup max I х{—x(+J |, 
тп <‘>е »'„ (*)

где 4.+1 “ + 2

В дальнейшем через х{ и у'у обозначены, соответственно. 7-ый нуль и /-ый 

нуль тригонометрического многочлена и его производной, расположенные в порядке 
их возрастания в промежутке [֊„. „). Верхний индекс ։ при х> и у/ означает, что 
X, есть нуль тригонометрического многочлена Тп(։) „ д' есть нуль его производ­
ной Т'я 1
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Рассмотрим следующие вопросы: 1) достигаются ли dn [Л] и 
Dn [Л] на тригонометрических многочленах из класса (А); 2) на 
каких тригонометрических многочленах из класа IF„ (h ) они достига­
ются; 3) определить чему равны dn [Л] и Dn [Л].

Многочлен Тп (t) £ Wn (h), для которого достигается величина 
dn |Л] или Dn [Л], будем называть экстремальным многочленом.

Ответы на вопросы 1) —3) для Dn [А] даны в [1], для dn [Л] по­
лучены в настоящей статье.

2°. Пусть длина отрезка [а, 6] равна I. Будем говорить, что со՜ 
вокупность периодических с периодом I непрерывно дифференцируе­

мых на отрезке [а, 6] функций {<?* U))*Lo образуют Ть, систему на 
2л

отрезке ]а, 6] длиной /, если любой многочлен Рп (0= £ ?* (О
2л 2л

при у, ак > 0 и его производная Р'п (0=У о* (0 могут иметь 
*=о *=о

не более 2 л нулей в промежутке [а, 6).
Тригонометрические функции {1, sin/, cos Л •••, sion/, cos nt | об­

разуют Т^л-систему на отрезке [—к, тс] длиной 2 тс.
При доказательстве леммы 2 и теоремы 1 мы будем опираться на 

теорему А [2], [3] о существовании и единственности многочлена по 

Т2л՜системе функций с данной последовательностью значений экстре­
мумов и на теорему В [1] о движении нулей и точек экстремумов три­
гонометрического многочлена.

Теорема А ([2], [3]). Пусть {<рл (O}*JLo образуют TJn-сис­
тему на [а, 6], и пусть даны положительные числа «։,•••> vin- 
Тогда существуют на [а, 6) такая единственная система точек 
а^у?<ур <■ ■ ■ и такой многочлен Рп (0> что Pn (урк) =
= (—1)* и* и Р'п (#£)=0 при к=1, 2,-՜-, 2л.

Теорема В ([!]). Пусть Рп (0 и Qn (f)—два тригонометри­
ческих многочлена порядка п, имеющие по 2л нулей в промежутке 
[—тс, тс).

Если 1 < у < 2л, ур = ур и

рп (у? ) = Q» (у*) 
при — 1, / + 1,-• 2л,

Pn(yp)>Qn (ур при Qn (y4j)~>o (1)

Pn (ypj)<Qn (yj) при Qn (y4j) < 0, 

mq 
у£<уЪ УР3 <Уз՛ ■'> Ур-г < yj-v 

yvJ+l<ypJ+v yvj + 2<yp)+,, • У1,<УП;п’

< xf, x| < x%, • • •, xP_} _v (2)y



xj„<x£,.

yl ֊ Ур2 < Уз - УРз < • • • < “»'-I’
ypj+i — 9pt> ' ■ ‘Уу^—Узп,

Xj_։ - x^.p

x^ —xJ>x^+։ — x^+։> • • • >х£,—х}я. (3)

3е Лемма 1. В классе 1^я (А) существует экстремальный 
тригонометрический многочлен Рп (t), для которого нижняя грань 
dn [А] в классе Wn (А) достигается, то есть

dn [А] = inf min | х{ — х'+1 | — 
тп (ОбИ'мл) ։<*<։»

=min min ՛ х*. — х{+11 =
г, (/) е 1гя (А, п/-։л

— min |xf — xf+1 |,
1<1<!Я

где x£,+1 = *1+2՞ «xU = x' + 2i=.

Доказательство. Нули х{<[х‘2 <• • • <[х!,п тригонометричес­
кого многочлена Тп (/)£ (А) являются непрерывными [функциями
его коэффициентов. Коэффициенты тригонометрических многочленов 
из класса №п (К) ограничены в совокупности. Поэтому величина dn [А] 
достигается на некотором многочлене Рп (^) из И^я (А). Лемма 1 
доказана.

Л е м м а 2. Существуют в классе й^я (А) единственный три­
гонометрический многочлен Рп (?) и в промежутке ՛[—«, «) един­
ственная система чисел — к -у^ <^УР<^.՛ ՛՛ < УРп<^п> *ля кото­
рых выполнены равенства

Рп (у^)=(—1)1~я+1 при /=1,2,---։ п, п+2,---, 2 п,

рп(у^^) и ?'■> (Ур)=® при /=1, 2,---, 2п, (4)

и многочлен Рп (/) имеет вид

где

Рп (0 = COS cos t — cos’ ая n arccos------------------ ,
1 + cos’ ая (5)

ая = arccos 1—— arccos 
2n

Доказательство. Согласно теореме А существуют в промежут­
ке [—“> единственная система чисел—^^у^ <^у$ <^- • • <Сур„ < 17 и 
единственный тригонометрический многочлен Рп (0 порядка п, опре­
деляемые равенствами (4). Поэтому многочлен РЛ (П принадлежит 
массу №п (А).
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Покажем, что многочлен Рп (06 (А), который удовлетворяет
условиям леммы 2, имеет вид (5). Из структуры выражения

cos t—cos’®я cos n arccos------------------
14՜ cos’ ая (б)

видно, что (6) есть тригонометрический многочлен порядка п относи­
тельно t и числа [ tk }JL։, определяемые равенствами

z ։ I Z1 I ։ \ («—А4-1) 1t— arccos (cos’ аЛ 4 (14-cos’ ая) cos------------------ ,
л

при A'--l, 2, • • •, n;

0, при A=n4-1;
z ։ , zi . ։ \ (А—л —1) тсarccos (cos'ая4՜(14-cos’ая) cos-----------------

л
при £=n+2.•••» 2 n

во-первых, удовлетворяют неравенствам
к

и, во-вторых, служат нулями 
многочлена (6), так как

производной по t тригонометрического

COS tk — cos’ In cos n arccos---------------------
14-cos’ ая

(_1 )л-Н-1

A, 

(-I)*֊«֊1

k=l, 2,-n,

при k=n 4՜1,

, при

, при к=п-}-2, ■ • •, 2 п.

Следовательно, числа 
метрический многочлен (6) 
2 и в силу единственности 
согласно теореме А имеем

{/л}*11-։ из промежутка [—к, тс) и тригоно- 
порядка п удовлетворяют условию леммы 
такого тригонометрического многочлена

урк — tk, при к — 1, 2, •••, 2 л
и

Pn (Z)=cos п arccos - 

Лемма 2 доказана.
Лемма 3. Числа х° хр

cos Z—cos’ «Л 
14-cos’ ал

ХРп<ХРп+Х<---<ХР2п ™ "Р°'

межутка [—к, it), определяемые равенствами

—arccos , . . (2л—2Z4-1) яcos’ а.п 4- (14՜cos’ ая) cos1-------------- -—
2л

Xf=
при г=1, 2. • • •, п,

arccos ( cos’ an+(l + cos’ ая) cos

(7)
(2 r—2n—1) ir\

при i =п4-1, л-(-2,-՛, 2л, 
являются простыми нулями трщонометрцчесуо'.о ,^очл$;щ
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_ . . cos t—cos’ ая
/л (0 — cos п arccos--- --------- ;------- .14֊ cos’ ая

где a„=arccos tg [ —-—arccos h \ и 0<^Л *>11.
\ 2л /

Доказательство. Тригонометрический многочлен Рп(t)—четный, 

поэтому нули его xf < х$ <• • • < < ’'' х§я расположены в
интервале (—я, тс) симметрично относительно нуля, то есть

-x? = x.fn։-x^xfn_։,---,-xP = xf+1. . (8)

Следовательно, достаточно найти значения х£+1, х£^, •••, х£,. 

Приравниваем тригонометрический многочлен Рп (t) к нулю и решаем 
полученное уравнение 

cos t— cos’ ncos n arccos------------- ---------= и.
1-1-cos’ ая

Отсюда имеем
cos xf —cos’ ая (2 i—2n— 1) к

n arccos------- f----- ---------=--------- - --------- ,
14֊ cos’ ая 2

где r*=n + l, n+2,՛՛՛. 2n, или

cos xp. — cos’ (2։—2n—1) «--------f--------------- = cos-------------------- .
1+ cos’ ая 2n

Следовательно

n fl 2 f /1 I 2 \ (2 Г““2 B—l)xp =arccos I (cos՜ art֊r(l + cosJ ая) cos--------------------1,
\ 2 n /

где f = n-f-l. п + 2, --, 2n. Лемма 3 доказана.

Определение 1. Будем говорить, что тригонометрический мно­
гочлен M(t) эквивалентен тригонометрическому многочлену N(f), если 
существуют два вещественных числа а и Ь такие, что —я b С к и 
M(t) = aN(t 4֊ Ь). В противном случае будем говорить, что тригоно­
метрический многочлен M(t) не эквивалентен тригонометрическому мно­
гочлену Заметим, что если M(t) эквивалентен N(t), то

max | X? - х"+1 | = max | xf - х; |

И
min /x7-x-,| = min |Л?-Х’+։|,։ 
J ;U?<i

г^е Х£ + 1 =Х? + 2к и х;п + 1==х? + 2к.

Теорема. Величины dn [Л], Dn [Л] в классе [Л] достиг^-, 
ются соответственна на тригонометрических многочленах
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P„ (f)=cos п arccos cos t— cos’ ։«
14-cos’ ։a

Q„ (t)=h cos n arccos cos <—cos’ ft« 
sin’ ß„

а также на эквивалентных им тригонометрических многочленах из клав-
са Wn(.h) и равны

dn [Л] — 2 arccos (cos* аяН-(1 + со5։ ая) COS ---- ],
2п/

(9)

■£)ч [Л] =2 (к — arccos^ cos’ 4-sin* ftn cos-^—K 
\ \ 2n

где ։я=агссов tgf —arccos/г), ft„ = 2arctgi/------ 1 / _z___ 1
\2« ) V h V A.

U 0<Ä <1.
Доказательство. Согласно лемме 1 величина dn[ft] в классе 

W'n(ft) достигается, покажем, что она достигается на многочлене /’n (О 
и на многочленах из класса W'n(ft), эквивалентных многочлену Pn(t).

В зависимости от величины экстремальных значений многочлены из 

класса У7Я (Л) разобьем на три подкласса W}, IF2 и IFS следующим 
образом. Тригонометрический многочлен Тя (t) из класса Wn (Л) с 
экстремальными значениями Тп(у{), Тп (yty,--, Тп (у?,,) в точках 
—11 < Уг < ''' "С Угп <СТС отнесем к подклассу IF,, если

I Тя (y't) /=/։, |Г„ (y'j) | =1, при j = 1, 2, • • •, /—1, ։’+],•••, 2 п и 

1<л-<2л; отнесем к подклассу IF2, если Л< | Т„ (у') | < 1 нри /=1, 

2,•••, 2 и; отнесем к подклассу W3 все те тригонометрические много­
члены из класса (Л), которые не вошли в подклассы Wy и W3. 
Из определения подклассов IF։, и W3 следует, что подклассы 

IF։, Wlt 1Г3 попарно не пересекаются н IF, U IF։ U IF3=lFn(ft).
В подклассе величина dn [Л] не может достигаться. Предпо­

лагая противное, допустим, что dn [Л] достигается на некотором мно­
гочлене Rn (/) £ что есть

dn [Л]= min Iх j x/+։l=-^z+i ~ 
!<><։«

где x'Jn+1 = х{ 4- и xrt и х[±1—последовательные нули тригономет» 
рического многочлена Rn (t), принадлежащие интервалу (—к, тс)- Меж­
ду двумя последовательными нулями xrt и ,г{+1 многочлена /?„ (t)C 
находится одна точка его экстремума yrt+l с экстремальным зцачешс 
рм Rn (у1^) таким, что

— !</?» (^hjX—А или (y,+i)<l.
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Для определенности будем считать, что Л < Яп (р^.. ։) <С 1 в точ­
ке Р/+г В классе 1РЯ (Л) рассмотрим многочлен £п (£), эксремальные 
значения 5„ (р'), 5, (р'),--, 5Я (р’я), в точках экстремумов—к < 

Р1 < Р? <С ՛ • • "СР։,Х к которого связаны с экстремальными значени­
ями /?„ (рр, Яп (рр, - -, Яп (р'„) в точках экстремумов - к < у{ < 
<р$< • • <Уг2п<У многочлена Я„ (/)€ соотношениями

5. (рр = ОТ,)

при /=1> 2,• • •, г—1, / {-!>• • •» 2л» (р?) = А < Яп (у$, З'п (рр. = 0

при/=1, 2,•••» 2л и р{ = р(. Согласно теореме А в классе 1ГЯ (Л) су­
ществует такой многочлен 5л (/) и он единственный. Многочлены Я„ (/) 
и 5Я (/) удовлетворяют условиям (1) теоремы В. Поэтому, если х} и 
х}+1 являются последовательными г-ым и (/4-1)-ым нулями многочлена 
5„ (/), принадлежащими интервалу ( — к, я), то согласно неравенствам 
(2) из теорамы В имеем х,<^х^ и д^+։ < Х/+р

отсюда следует

х/+1 Х1 4+1 х 1 ж [ А ],

а это противоречит допущению. Значит <1П [А] на подклассе клас­
са В^я (Л) не может достигаться.

Покажем, что <1п [А] не может достигаться также на многочлнах 
из подкласса 1^а класса й՜, (Л). Пусть, наоборот, величина (1п [Л] 
достигается на тригонометрическом многочлене М„ £ У73, то есть

<УЯ [Л] = шт | *« — х"+1 | = х”+1 - х”,
I*]- 2л

где х"я ։ = х]” + 2 к и х’ и х"+։ —последовательные А-ый и («4-1)-

-ый нули многочлена Мп (О. принадлежащие интервалу (—г. к)* 

Пусть рРСр"“^ - • -<Ср^~точки экстремума из промежутка [—-г., к) и 

Л*л(р{"), Мп (р")»-'։» М„ (р^,)—экстремальные значения многочлена 

Л1Я Уг. Тогда хотя бы в одной точке экстремума р”, 1 <3 /<2 п, 

его экстремальное значение Мп (у?) должно удовлетворять наравен- 
ству

— 1<Л/Я (р”’)<—А или К<МП (рТ’Х! (11)

согласно определению подкласса й^з, которому принадлежит Л4п(/)_
Ход дальнейших рассуждений зависит от взаимного расположения 

экстремальной точки у” и последовательных нулей х^, х"+1 много­

члена Мп (/). В промежутке [—тс) возможны следующие взаимные 
расположения р^ и х^1 х^։:

*Г<рГ<х^+1, при 1=к и 1=1, 2, --, 2п;

Р,т < х” < х^г при 1< I < к < 2П;
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х™ х"т] у”, при 2 к ֊г 1 -С / 2п.

В случае, когда х'к < Ч* ПРИ =
повторяя для многочлена Мя (() рассуждения, проведенные выше от­
носительно многочлена Вя (/), получим, что величина <1Я [Л] не может 
достигаться на многочлене М„ (/)^ Случаи у? х” < хк_ ,, при 

1</-<А<^2п и хк < х^+1 <у”, при 1 <4</<2л

с учетом неравенств (11) разбираются единообразно, поэтому мы огра­

ничимся разбором случая, когда УТ хк хк+\՝ ПРН 1 <-/ ■< А <С 2 « 

и К<^Мп (у”) <1. По теореме А в классе 1РЯ (Л) существует един­

ственный тригонометрический многочлен Тп (/), экстремальные значе­
ния Тя (у{), Тя(у^),---, Т„ (у‘2п) в точках экстремумов— к < у!<у^ 

которого связаны с экстремальными значениями 7ИЯ

Л/„ (у?),--, Мя (у”) многочлена М„ (/) £ сдедующим образом: 

Тп (у1/) = Мп (у”), при у=1, 2, --, I—1, /4-1,-••, 2л, Тя (у/) = А< 

Мп(уТ) и у{-у^- Многочлены Гя (?) £ №п (А) и Мя (/)£ удовлет­

воряют условиям (1) теоремы В. Следовательно, по теореме В в силу 
(3), нули х™, х^+1 многочлена Мя (/)£ й^3 и нули х'к, х‘к + 1 много­

члена Тп (I) £ В^я (Л) удовлетворяют неравенствам
ХА . Хк хА + 1 х4+1 или х*+1 л*\х4_1։ Хк ,

отсюда следует, что

</я [Л] = х«+1 - х՞ > х' и - х/, 

поэтому допущение неверно, то есть дп [А] не может достигаться на 
подклассе ЕГЯ. Таким образом, мы показали, что (1п [А] на многочле­
нах из подклассов 1^2 и класса И7« (А) не может достигаться. 
Поэтому, если учесть лемму 1, то величина с/я [А] достигается на 
подклассе 1^,. Из проведенных выше рассуждений усматривается, что 
(1Я [А] достигается на многочлене £„ (<) из класса 1^я (А) для нулей 

х} и х^+1 из промежутка [—и, к), у которого экстремальные значения 

5Я (у'), 5Я (уя),---, (у£п) в точках его экстремумов—к ֊< у^ < у\<^

• • • < у\п<^1г таковы, что

^п (у’)=+ (—1)'. при ։ = 1, 2,- • I — 1, /4-1,• • >, 2п,
(12) 

$п (У1[)гх± (—1У А, при 1=1, где 1</<2п,

кроме того, ввиду замечания к опредеденю 1, [А] достигается так-
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же на многочленах из класса 1₽л (А), эквивалентных многочлену S„ 
(t). Многочлен Рп (t) из класса Wn (h) принадлежит подклассу 
и из определения подкласса класса 1^я (А) и определения 1 выте­
кает, что подкласс 1Г։ состоит только из многочленов класса Wn (h), 
которые эквивалентны многочлену Рп (/)• Поэтому многочлен Sn (/)& 
Ç IF։, для которого выполнены равенства (12), эквивалентен много­
члену H dn [А] достигается на тригонометрическом много­
члене Рп (f) для нулей хрп и xj+|, другими словами, d„ [А]=х£+։—хр. 
Принимая во внимание равенства (7) и четность тригонометрического 
многочлена Рп (t), для dn [А] получим

d„ [А]=2 х^4.։=2 arccos cos’ а-n + (1 + cos’ a,) cos —-
2ո

Тем самым мы показали, что в классе (А) величина dn [А] дости­
гается на многочлене Ря (/) и на всех многочленах из класса №п (К), 
эквивалентных многочлену Рп (0> и значение величины dn [А] опреде­
ляется равенством (9).

В [1] доказано, что величина Оп [Л] в классе 1^п (А) достигается 
на тригонометрическом многочлене (<), на всех тригонометрических 
многочленах из класса 1ГЯ (А), эквивалентных тригонометрическому 
многочлену (?„ (/), и равна (10). Теорема доказана.

Следствие 1. При любом г=1, 2,•••• 2п—1 разность х^ — 
— х{ между последовательными 1-ым и (г’4-1)-ыл< нулями х‘ и 
х{+1 любого тригонометрического многочлена Тп (/) С ^л (Л) удов­
летворяет следующим неравенствам:

2 arccos cos’ «п + (1+со№ in) cos-------
2n

<2 frc—arccos /նօտ’ßn+sin’?я cos-^—- 
\ X 2л

где V=arccos -1 '

0<А<1 и i = l, 2,-
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•V Գ. փԵՐԴԻԵՎ. Եռանկյունաչափական բազմանդամների մի դասի նավորդական զրոների 
մաքսիմալ և մինիմալ շեզումներբ (ամփոփում)

Հոդվածում լուծված են էքստրեմալ խնդիրներ, որոնք կապված են որոջ եոանկյունա- 
չափական րաղմանդամների հաջորդական ղրոների մաքոիմա, ե մինիմալ շեղումների հետ,

V. G. VERDIEV. On maximal and minimal divergence of sequential zeros of trigo- 
nometrlcal polynomials (summary)

la /his article extremal problems connected with maximal and minimal divef? 
of sequential zeros of certain trigonometrical polynomials are solved.
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