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ОБ [//МНОЖЕСТВАХ СИСТЕМ ХААРА, УОЛША 
И ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ

Дадим одно определение.
Определение (см. [1], опр. 2). Пусть {ф„ (х)}—ортонормиро­

ванием система функций на отрезке [а, Ь]. Скажем, что Е с [а, 6] являет­
ся [Ур-множеством для системы {?„ (х)}, если из того, что У, |ая|р 

п
<^ + со и 2 а„ ®я (х) = 0 всюду на Е следует, что все ая равны нулю. 

Л
Очевидно, что если Е является [//множеством для системы 

|<ря (х)], то оно является также (//-множеством при любом р'<р.
Если система {фя (х)} полна и является системой сходимости, то 

{//множествами являются только и только множества полной меры.
Из одной теоремы работы [2]—[4] (см. [2], теорема 1, [3], [4]), вы­

текает следующая
Теорема А. Пусть |?я (х))я=о—полная в Ег [0,1] ортонорми- 

рованная система функций. Тогда для любого г/>0 существует 
множество £ а [0,1], которое является ир-множеством си­
стемы (фя (х)|я°^о при любом р<.2.

В работе [5] доказано существование множеств меры нуль, которые 
являются и* -множествами для тригонометрической системы при любом 
р <. 2. Аналогичные теоремы для систем Хаара и Уолша получены в ра­
боте [6].

Вышеуказанные результаты являются частными случаями теорем ра- • 
боты [1]. Пусть {'Фп (х)}—одна из следующих систем: система Хаара, 
система Уолша, тригонометрическая система {егх/пх)яЛ«՛ В работе [1] 
доказаны следующие теоремы.

Теорема Б. Для любого р, 1<р-С2, существует множество 
Ес[0, 1], р£=0, которое не является Ир-множеством для (фя (х)| 
и является I)р-множеством при любом р'<.р.

Теорема В. Для любого р, 1<^р<^2, существует множество 
Еа[0, 1], р£=0, которое является ир-множеством для системы 

(х)) и не является I)^-множеством для всех р'^>р.
В настоящей работе доказываются теоремы, аналогичные теоремам Б 

и В для р>2. Однако, очевидно, что в таких теоремах для р>2 множе­
ство Е должно иметь полную меру. Вообще, если система {фя (х)} обла­
дает свойством локализации, то V ' -множества системы {фя '(х)} при 
р 2 должны иметь полную меру.

Если объединить теоремы, доказанные в настоящей работе, то их мож­
но сформулировать следующим образом. Пусть (<|»я (х))“_о ""-одна из 
следующих систем:
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1. система Хаара—{’/« (*)}«-<•»
2. система Уолша—Пели—( № „ (х))я—о,

3. тригонометрическая система в следующей нумерации:

Ф0(х)=1, ф2я_1 (х) = егг-1пг, (х)=е~2ж,пя при п>1.

Тогда верны следующие теоремы.
Теорема Г. Для любого р, 2<СрС°°> существует множе­

ство Ес [0,1], рЕ = 1, которое не является ир-множеством для 
системы |фя (х))я-о и является ир'-множеством при любом р' <^р. 

Теорема Д. Для любого р, 2<р < со существует множество 
Ес [0,1], рЕ =1, которое является ир '-множеством для системы 

(х)|£-о и не является ир-множгством при всгк р'~>р. 
Теоремы Г и Д для каждой из вышеуказанных систем доказываются 

в отдельности. 
В дальнейшем через С будут обозначаться константы, вообще говоря, 

зависящие от р, причем С( = С1 (р) ограничены, если р 6 [“> 6] с(2, Н֊со) 
Учитывая это обстоятельство константы С/ можно считать абсолютными 
константами (см. доказательства теорем 1—6). 

Теорема 1. Для любого р, 2<^р^оо сущгствует множество 
Е с [0, 1], р£=1, которое не является ир-множеством для сис­
темы Хаара, но является ир-множеством при любом р'<^Р-

Теорема 2. Для любого р, 2 < р со существует множество 
Ес[0,1], рЕ=1, которое является Ор՛-множеством системы Хаара, 
но не является ир՛-множеством при всех р'^>р. 

Мы докажем только теорему 1. Теорема 2 доказывается аналогично. 
Доказательство теоремы 1. Для заданного р < оо выберем 

натуральные числа /’’у и / = 1,2,..., удовлетворяющие следующим не­
равенствам: •

-1 + пт,—) кп (1)
2 / 9 \ //-’ \ / 9 \т)<— ]----- \-кД---------Ы ) — | V т, )[ 2-------), (2)
р \ р / \»"։ /\ р /

2 2 /֊> /9 \
/------------2т«+М~------- (3)

<7/ 41 а-1 \<7; /
где.

Р֊^֊2 
/ р-2

<7/ =---------- < т. е. сопряженное к Р;=”Р------------ (4)
р-1— Р—^֊ ]

/ 
9 9Выбор таких т; и к] возможен в силу того, что 1------>--------1.Обо-

• Р «7/ 
значим 

2^ 1
Лу~х_и0 2*7 + ‘
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Покажем, что множество £ = [0,1]\ П Aj является требуемым.

Обозначим

Е/= Л Л..а֊՜- 1 (6)

Мера множества Aj равна 2 ni. Условие (1) обеспечивает не- 
/ ֊2

зависимость множеств Aj. Поэтому ^■Ej=1 . Докажем, что мно­
жество Е, являющееся дополнением пересечения вложенных множеств 
Е], является £/Р'-множеством для системы Хаара при любом р'<^р- 

Пусть ряд J^.an (х) сходится к нулю всюду на £ и £ \ап\р'< Н֊оо 
я—О л-0

для некоторого р р. Допустим, что для некоторого п коэффициент 
ап не равен нулю. Пусть Д—носитель функции Хя (х), Д+={г£[0,1]: 
ХЛ (х)>0}, Д~ = {х£[0,1] :ХЛ (х)<0]. Возьмем полиномы ®у (х) по 
системе Хаара со следующими свойствами:

(XX 1 \
-г- ’ т՜ Ч----*—) <= £/ Л Д, то2*> 2ki 2кГпЧ)

(x) = sign ( Хя (|1Д)-։/2 на (-2֊,

. 1 ; . Л___\.
\2*7 2*/+т? 2*7 2!Ч+пЧ)

2. (х) =0 — в остальных случаях.
1

Учитывая (3) нетрудно видеть, что (/1)=^ 8 (х) 'ХЯ (х) Лс 

. о
/ 

֊2 ">«

у £ (п\ р/ ^А)-1/2 \Ч} 2 <
1?л х(л) I </4.Я1у_։ ) —*у—шу+1

2 5 2

_ (’--г) -тА'-1+7-2՝
<(рд) 2 -2 в-1 <(Ид)-'-2-л

Для функций (Ь/(х)=Хя (х)— ф/ (х) имеем

х (п) = 1, 2 I?/. х (нД)-1 -2֊Л (7)
Ат л

фу(х) = 0 на Ej. (8)
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Из того, что ряд V о.п (х) сходится к нулю вне П Е/ и до- 
,^о 7=1

полнение каждого Е/ является объединением конечного числа отрез՜ 

ков типа Хаара (см. [7], [8]), следует, что у с։« (х) вне каждого
л—О

Е) равномерно сходится к нулю. Поэтому из (8) следует

1 - л
0=Ит у^а*Х*(х)^<|»/(.г)</л=2]а*Флх(А). (9)

о
Из (7) и (9) для достаточно больших у (для которых по­

лучим
* - < - р/р’ ( - р.'»'

|аЛ| -< Е 1°*1 ГЬ. * (*)1< 1>|₽ 2 1’Ь.* (*Ив Г < (Ю)
"л 1*-0 ) 1*ТЛ I

{- )1/р’
21аГ {(^)-'2-')։/’л
*-о )

Правая часть неравенства (10) стремится к нулю при у-»по. 
Это противоречит тому, что ап =£= 0. Этим доказано, что Е является 
6/р-множеством для системы Хаара при любом р'^р.

Теперь построим ряд у Ьп /-п (х), который сходится к нулю на 
Л —0

Е и У |6л|Р<4-°О. Для этого достаточно построить полиномы по 
п-0

системе Хаара // (х), которые обладают следующими свойствами:

1. /о (х) - 1,

2. 7лх<п)=°. когда п<2*/ или п >2^+т/, у = 1, 2,-.-,

т

т т 2 '”<■
3- £ Л(х)=0 вне Ет и £ //(х) =2’=՛ на Ет, т=1, 2,- 

/—о /-1

4- 2|7/.х(п)1₽<21Ч/ = 1,2,”-. 
п==0

В качеств.е функций // (х) при у > 1 возьмем
/֊։

ГУ»—-»1
-2 , когда х£Е/-1\.Еу

0, когда хе Е/֊}.

Свойства 2 и 3 очевидны. Проверим выполнение свойства 4. Оче* 
видно, что
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2".
а—«1 __ а—1

։ р£/_։+2 .и£)<2-2 (12)

Коэффициенты Фурье-Хаара функции // (х) для п £ (2% 2^+ ]
равны нулю. Пусть п£(2*Л 2’/+^], тогда для некоторого натураль­
ного х имеем

Л, х(»)= Г л (х) Х„ (х) (1х. (13)

2‘/

Из условия (1) следует, что 1.2*/ ’
* +11

= ЕЬ Поэтому (см. (5))
X

£п,а *

У-п (х) <1х.

Следовательно
/ 

У т»
. |7л«(л)|<2~։ •

Из (12), (14) и (2) получим
(14)

X 1//.х(л)1'= X 1//.х(<1/лх(п)Г2 
л-0 д—О

2 т» (2 1
Г1 2

В случае р < оо теорема доказана.
В случае р = со числа к] и ти/ нужно выбрать следующим об­

разом:
&/-1+ т/֊1 <к/

/-։
т1 \ —2 2 >

а—«1

/ 1 \/-1 / 2 \2(;-])-2(1-----т։+Лу(1-4 О/.
\ ] \ / /

В остальном доказывается аналогично. Теорема 1 доказана.
Для доказательства теоремы 2 числа kյ п нужно взять такими, 

чтобы удовлетворялись условия
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т/-1 + Л/-։ < */>

Пусть 1 — некоторый отрезок типа Хаара, т. е.

[х
—

/-1
2*+’ ’ 2*

2, • • •, 2*. Обозначим о/= I ——р -——,---- 1- — + —--------I > т. е.
’ ’ . ֊г I 24+< 2» + ,+т J

левый конец 3/ совпадает с левым концом Д/ и рД//[*3/= 2т։ Положим

1

/(х) =- 1—2«

0

2'
на и (^;\О/) 

/-։
։’ .

на д О/
/-։

на [0, 1]\/,

(15)

Н+_1_ 
2*+» 2*+<п+.

.х/֊кх 2

/-1
2*+’’ 2*

—1 , 1
2*+’ ' 2*+т+’' 2* 2*+’ 2*+/я-Н (16)

0 в остальных случаях.

Легко заметить, что / (х) и <р (х) полиномы по системе Уолша.
I

Обозначим Ф^(п)= У'р (7) 1ГЯ (0 Л, п=0> 1, 2,- • •, где {1^л(х))*-о 

о
— система Уолша в нумерации Пели.

Верна следующая (см. [1], лемма 2)
Лемма 1. Для любого р, 2 < р <. со и любого'! верны следующие 

неравенства:

1О 2 |/^(п)Р’<С1'2'»-* <₽-։>, 
л»«0

2’ 2 К (п)1? <'СХ • 2(*+т)Л1-Р), 
л—0

где д — сопряженное к р, т. е. — ——= 1. 
р д

Применяя эту лемму можно доказать следующую теорему.
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Теорема 3. Для любого р, 2<Ссо, существует множество 
£"с[0, 1], \>-Е= 1, которое не является ир-множеством для систе­
мы Уолша и является ир՛-множеством при любом р'< р.

Доказательство. Сначала рассмотрим случай р < со. По_ 
«•

строим ряд У У/ (х) из полиномов (х) по системе Уолша, у кото- 
I—1

рого коэффициенты суммируются со степенью р и множество, где 
этот ряд по системе Уолша сходится к нулю является ^'-множеством 
при любом р'<^р.

Возьмем Д(х)=1. Выберем токое натуральное число ка, чтобы 
нашлось натуральное число та, удовлетворяющее следующим нера­
венствам:

Л»- - 2^, + 2 (р- £֊ -1) <тп2< - 2 +л, (р -2). (17>

Отрезок [0,1] разделим на 2*’ равных отрезка и в каждом из 
них построим функции «рУ1 (х) и (х) (см. (15), (16)), которые удов­
летворяют следующим условиям:

2 |?2,Г (п)Р<С։-2-"‘-»«СР-«).2*» (20)
д=0

И 
• 4՜ ***>

1 - - ’-и2)

21А^(п)1’*<0։-2 -24 (21)
л—0

Этого можно добиться следующим образом. Для любого / суще­

ствует такое п (Д что (п) =0 и ։ра'\г (п) =0 для п > п (/). Не­
обходимо при построении функций /г/+1> (х) и <р2,+1) (х) числа V взять 
настолько большими, чтобы первые п (]) коэффициентов Фурье по 
системе Уолша у функций /V1 (х) и <р2П(х) были нулями.

Функция А (х) + /8 (х) равна нулю там, где <р8 (х) не равна еди­
нице. Обозначим

£| Й’г (п)|^<С1-2'"«-‘«0’-п, (18>
л—0

- _ 1-(р֊^?)
Ш(л)1*<С։-2 , (19)

/1—0 

. р-2 где £/։ сопряженное к р---------- --
д

При этом соответствующие V при построении (х) и /2^ (*)՛ 
можно взять такими, что если обозначить ?2(х) = 5 «р^։ (х) и /а(х)= 

= ֊2Л» (х), ТО 
/
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£ = {х е [0,1]: Л (х) 4-л °1 •

Функция А (х)+/»(*) принимает значение 2т> на £։ и р£։=2-"«.

Существует л։ такое, что /2,иг(л)=0 при л^-2'։*.
Множество £՞։ является объединением конечного числа отрезков 

типа Хаара. Выберем число кл так, чтобы 2 *’ было меньше чем дли­
на наименьшего составляющего отрезка множества Еа и нашлось на­
туральное число лт։ такое, чтобы

(р- 2) к, +(1- *4֊-) ”■ + 3 <

< - 3 + к, (р-2)+ (р-1) т,. (22)

Каждый составляющий отрезок множества Еа разделим на отрез­
ки длины 2՜*’ (их всего 2*»-т") и в каждом из них построим функции 
/з;) (х) и <рзУ) (х) так, чтобы

У |/з% (л)КС1-2'"’֊;''^-։>. 
л-0

т, + Ъ

- ~ ■ «֊ ('- V-2)
2 \/У^(п)^<Се2 , (23)

л—0

р-2 где </3 — сопряженное к р—--------
3

Обозначим <р։ (х) =2 (х) и /, (х) =* — (2 /<'> (х)) ■2т>- При по­

строении функций (х) и /з/։ (х) соответствующие ч» можно взять 
такими, чтобы

т, + 4,

5 |<рз, V (л)|’* < Сх -2 • 2*-֊ »., (24)
л=0

2 |/з, (л)|₽< С1'2'П։՜*'^’-։^2*'_'П։ .2^«, (25)
л—2я"

/з, яг (л) = 0, когда п <. 2Я>. (26)
Пусть уже построены функции А (х), (х) и множества £)(/</)

так, что
4-1։/ 1—1

- ~ . 1 Г» 2 т»
21пНл)|?' <сг2 1 '<2 “-։ , (27)

р—2 где «у/ — сопряженное к р — ------ >
г

„ >»/-*/ (р-2)+(р-1) 2 та

2.. |?|,»'(л)|'’<С1-2 , (28)
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А г(л) = 0, когда л^2"'-։ или п^>2Я/, (29)
С 4 т։

£/={*€[0, 1]: £ИЕ,==2 ‘"2 , (30)

с 2,”‘
2]/«(ж) = 2 на Ес, (31)
а—1 »

Ес сЕ —с является объединением конечного числа отрезков типа (32) 
Хаара,

(р— 2^ кс + (1—р + Р .2՜^ £ т« ~ ։'^< т/< — ։ +

+ Мр֊2) + (Р֊1) (33)
а—2

Теперь можно построить функции // (х) и ф/ (х) и множество Е/ 
которые удовлетворяют соотношениям (27)—(33) (они строятся так. 
же как и ф։ (х) и /։ (х), исходя из А(х), ft (х) и £։).

Напомним, что функции fj(x) и ф/(х)—полиномы по системе

Уолша. Из (28), (29) и (33) для коэффициентов ряда fj (х)=
/-1

= J] a Wn (х) получим
Л*

л«»0 /—1 \/։•=() /

/—1 
тС -*С (P-V+ (Р-0 У "Ч

<1+C։S 2 2-'<+со. (34)
l-i i-i

Из (30), (32) и (34) следует, что коэффициенты ряда ^anWn(x} 
п-0

сходятся к нулю и всюду на £' = [0,1]\П Ес
»—1

2п1

Jim £ а„ Wn (х) =0.

Поэтому ряд ап Wn (х) всюду на Е сходится к нулю (см. [9], лем- 
Л= ։

ма 1). Из этого и из неравенства (34) следует, что Е не является 
f/р-множеством для системы Уолша, так как о0=1.

Теперь докажем, что Е является t/p’-множеством при любом р'<^Р~ 

Пусть ряд Ьп Wn (х) сходится к нулю всходу на Е и
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Л = 2 |6л|'-<-г оо при некотором (35)
л-0

Рассмотрим функции ф/ (х) = 1 —<?/ (х). Функции ф/(х) обладают 
следующими свойствами:

ф/(х) = 0 на Е/, (36^

Ф/. к,(0)=1 для любого у, (37)
лт / + */ 1 — 1

-------  —Г" */- V т« - - ։-(р_ег? 1 £։

2 1Ф/. (п)|’ЧСг.2 ' -2 . . (38)
л—1

Так как функции ф/ (х) являются полиномами по системе Уолша, 
о»

можно рассмотреть формальные произведения ряда £ Ьп №п (х) на 
л֊0

ф/ (х). Пусть ряд

£ СУ* 17л (х) (39)
л—О

ее 
является формальным произведением ряда £ Ьп 17„ (х) на ф/(х), 

п=0
т. е. ковффициенты определяются по формулам

С1П= 2 6тф/0). (40)

Из (36) и из того, что £ 6п17л (х)=0 на Е следует, что ряды (39) 
л—0

всюду сходятся к нулю. Следовательно, все СУ1 равны нулю. Для 
достаточно больших / д/ меньше чем д', где д' — сопряженное к р'. 
Поэтому из

0=Сп = фу (■»)=6Л 4֊ ^тф/(1*)

т-^-ч^л 
0 * ’

имеем (см. (38) и (33))

<АЧр |2
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Х2 / = с\'Ч։ Л1/р'-2 91. (41)

Устремляя j к бесконечности из (41) получим, что все Ьп равны 
нулю. В случае р < со теорема доказана.

Рассмотрим случай р = оо. Функции fj(x) и (х) строятся те­
р-2 - ми же методами, только вместо чисел р и р — - ------ берутся, соответ-

j
ственно, со и /. Тогда вместо неравенств (27), (28) имеем

”/+*/ */ - у ՝тл
Slf/.r (п)р <.Сх.2 2 а՜2 , (42)

л—О

где qj — сопряженное к /.

l7/>(n)|.«^2“% (43)

/, г(л)=0, когда л-С2Я/-1 или л ^>2"Л (44)

Неравенство (43) следует из того, что для функции f (х), опре­
деляемой формулой (15), 11Д<2-2֊‘.

Кроме того числа к/ и ГП/ выбираются так, чтобы

*/>/ (45)
и

mj>J (/-!)+(/ —2) к,+ (1֊/) £ zna. (46)
a-2

Как и в случае р<С°° доказывается, что ряд S/y(x)= £ а« (*) 
л-о

СО ( Л Ч

сходится к нулю на Е=[0, 1]\ П < х6 [0,1]: V fj(x) =/= 0 , lim аЛ = 0
Л — 1 | ye| J Л֊*«-

и а0 = 1. Поэтому Е не является 6/^-множеством.
Теперь докажем, что Е является 6/р-множеством для любого 

00
р'<ZCO‘ Пусть ряд S (*) сходится к нулю на Е и 

л—О
со

А — |6лР' <4֊оо для некоторого р' (47)
л—О 

со
Рассмотрим формальные произведения ряда S (х) на по՜ 

Д"0
линомы ф/ (х)—1 — ff/ (х):

S 1Г, (х), где С^= Е бтф/.^О). (48)
л—0 /п 4-՝— ।

00

Ряды S Сл^/Дх) всюду сходятся к нулю. Следовательно, все СЛ ’ 
Л-0

равны нулю.
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Поэтому из

0=С(пП= Ьп+ X б«'?/. И*) 
т V»—л

для достаточно больших / из (42) и (46) получим (для которых / > Р )

|6Л|< 2 |бт||Ф/.н*)1<|£ 1^4 21*'-®'<
- т+*"Л («-о ) I’—* )

» + 0

/-։
т) + к1 к,֊^ т"

< А™ ( X I?/. ^0)1’/ Г' < с\1ч‘ АУР՛ [2 1 ■' 2 а՜2 1։/’у<

<С?Л՜*- <49)
Устремляя / к бесконечности из (49) получим, что все Ьп равны нулю. 

Теорема 3 полностью доказана.
Используя оценки леммы 1, такими же методами как доказывалась 

теорема 3, можно доказать следующую теорему.
Теорема 4. Для любого р, 2<р<со. существует ир-множе 

ство, которое не является IIр-множеством при любом р'՝^» р для 
системы Уолша.

Для доказательства теоремы 4 в случае 2<^ р °о числа т / и 
А/ нужно взять такими, чтобы

/-։ / п—2 \(р—2)1ч + / (р—1) + (1— р) X /”«< "17 <*> ( Р —2+ Р—~ ) 4-
\ / /

а в случае р = 2

Технически несколько сложнее доказываются аналогичные теоремы 
для тригонометрической системы. А именно, верны следующие теоремы.

Теорема 5. Для любого р, 2 <^р <х>, существует множе­
ство £с[—к, к], р£=2к, которое не является I)Р-множеством для 
тригонометрической системы и является ир-множеством при лю­
бом р' р.

Теорема 6. Для любого р, 2-Ср<^°°, существует множе­
ство £"с[ я, к], р£’ = 2л, которое является ир-множеством для 
тригонометрической системы и не является Ор'-множеством при 
всех р' р.

В случае р = 2 теорема 6 доказана Ивашев-Мусатовым [10].
Обозначим через
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(9А4-х)*, —9А<х<—7А
6А2

1֊(х+6А)', _7д^х<_бЛ

Ха (х) = 1, -6А< х < —ЗА

? (х+ЗА)’ -ЗА<х<-2А, >л(֊х)------ ХА (х)
ЗА* (50)

——, -2А<х40
6А’

О , —9А

при условии 9А к и продолжим ее с перидом 2я
С

Ясно, что ХА (0)=0 (g (л) = — I g (х) е~,пх dx ) . Подсчитаем ос- 
\ я .) /

тальные коэффициенты Фурье функции )֊л (х)
ЭЛ 9А 9Л

Ха (п) = — f Ал (0 е_,я։ Л = — С )-л (0 sin ntdt = —֊— f ХА (t) sin ntdt =
2 rc J n J nlr. J

-9A 0 '0

9A '2Л
-2/( 1 Г

ЗА 7Л

nW* I 3 J 
и

2 Г 9 П 1
sin ntdt-]------I sin ntdt 4------- 1 sin ntdt-------

3 J 3 J 3
•.A 6A 7Л

= —-—-—(1—3 cos 2nA-f-2 cos ЗлА—2 cos 6лА+3 cos 7nh — cos 9лА) = 
Зл։ A’«

=••• =——— sin —nA sin —/'cos7nAcos — —cos2haV (51)
Зл’А’к 2 2 \ 2 7

Возьмем какой-нибудь отрезок Г -—— к, — « 1, где k £ N, х £
I 2* 2* J

£ [-2*4-1, 2*| П N. Разделим этот отрезок на 2’ равных частей:

X—1
2*

j
2*+’ « , 7=1, 2,- 2՝ и положим* +

<P(x)=SMx-f*.O, (52)

.__ 1_
х—1 ^2 к

где 1k։J,= ~2k—w-г ~2а+, тс и А= 2*+, +“• Функция ч> (х) на множестве
2’ '
U [f*՛/, — 6А, 7*. ( — ЗА] принимает значение 1. Положим
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на и [т*.( — 5А, 7*. ( —4А]

на [ V1 тс’ к ] \ (л[11;:-5А։ <53>

О вне
1

2*
К.

2*

Лемма 2. Пусть 2 <. р П и е— любые положительные числа. 
Тогда существует некоторая константа С„ такая, что при достаточно боль­
ших у имеют место следующие неравенства:

Л—— ~

2". 2 I? («)!’ -С С։-2‘+ т,1~ р, где у—сопряженное к р;
Л*"*— »

3°. |7(л)|<е, |<р(л)Ке при |л|«.>7У.

Доказательство. Нетрудно подсчитать, что
X
||/(х)| 4х<2-*+։ « (54)

— Ж
И

X
||/(х)|’</х<>2«։+1-* (55)

—X
Из (54) и (55) полуим

2 1/(п)|'= я |7(п)|м7(п)г2<5ир|7(л)|₽֊2 £ |7(л)|։< «—֊“ * л—- " л—~

/(х)|։</х<с։-2‘'։֊л*+я. (56)

Теперь докажем неравенство 2°. Ясно, что

<р(л)=Х(л)£ 
/-1

яп 
81П -----

= X („) __2^ 
. ЯП 

81п 2*+’+1

8/
Зл’гс

, ЯП 
51П ----:----

, . пА 2*+! л А ат — • .-------------
2 . япзш---------2*+’+։

9
2

X ( соз 7Ал соз— — соз 2Ал
\ 2

8г'п • 2’ (*+’+л»)
ЗлМ

X
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9 эш —---------"л кл 2*+։
X sb 2k+,+m+l ■ sin ' ------- —х (57)-

sIn 2t+’+l

Используя тождество
9 17 9 19cos 14 х cos x— cos 4 x = sin —x sin —x — sin —x sin -— x
2 2 2 2

и неравенство |sin ax| < C (a) [sin x|, где C (a) — постоянная, зависящая 
только от целого числа а, получим

Если sin

22(*+» + /п) 

!n|3

ГСП, 
sin O«+»+m+2

|>
«п sin -------2*+i
лл sin---------2*+»+1

для п =/=0. (58)

с - ГСП |= 0, то значением дроби sin------- ,
2*+1 |

«Л sin----------2*+ - +1
в формулах (57) и (58) считается 2’.

Достаточно оценить^ |<р (п)|р. При этом неоднократно пользуем- 
• и—1

ся следующими соотношениями: — х-С sin х-Сх, когда х£ | 0, — 

— (« — х) -С sin х -< it — х, когда х £ ֊^֊, я j ’ £ аЧ ~ P-’+J-

V |<р (nJI'C С?-2“+ ’ + m)2/’
Л.=2*-|-'П+’+2

“ 2ст + 1—1 2’—1 1

s 2 S S
a—l f։—0 7*=0 О“0

I , sin
Xi- 

sin 
1

ЯЛ

2*+'
•ГСП 

2л+’+1

2(k + m+t) 2р

+ 8)3₽

sin
(fl-2*+’+i-|-у-2*+i-f-о) «|3р 

2*+»+т+1

отс 
sin.------2*+1

. (т-2*+1+3)гс ап —----------- <—
2*+’+1
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<г> 1 2Л,+1 №Р 5’ 2’₽2*+<ЗР

От (Зо+П

<С,-2_<*+"+’,р • ----------- ^Р-7 23/пр
2* (/>+1) = с . 2(1 - Р)(* + т)
2*р 7 (59)

имеем

. 1
8 2*4’* т +։

ЯЛ 
эш ——- 

2*4-1

ЯЛ 
51П 2*+7?Г

поэтому
а*4»+«+2

Е |<р (л)!'՛
р—0 7—О 4—0

,-(*+’+т)р У У У

5>-0 7-0 4-0

•>„ (8+1> ’ 
։ш---------------

2*4-1

5Ш
(1.2*+» + 5+1)

2*+» + !

։т4- 1_| 2>-1 2*41—7

<с10.2-(*+’+я”₽ У £ £
{»»-О

’)Р.2«.2’Р .

-I о-и

2*(Р4-1)

2’Р

■/Р 2*р ■ (60)

2*Р
Си.2(*+тЮ-Р),

Из 
ваются

(59) и (60) следует неравенство 2°. Неравенства 3° легко доказы- 
прямым подсчетом, однако они следуют и из известных теорем 

(см., напр., [11], стр. 86, [12], стр. 167, [13], стр. 77).
Доказательство теоремы 5. Сначала рассмотрим случай 

Р < °°. Для доказательства теоремы по индукции построим функции 
(•*")» множества Еу и С/, натуральные числа п/, к] и т/, 

которые обладают следующими свойствами:
1) Д։эД։э ■ • • эД/О • • • и каждое Д/ является объединением ко-

/ X х +3 нечного числа интервалов вида / — я, —«,
2‘

—составляющий интервал

— составляющий интервал

множества Е/, />-2, то I —- 
\ 2*

множества С/ и наоборот;

------ к
2к

2) ?;(х)=1 на Е) и
п=— ■

/

-5'", 
чем рСу=2п-2 *՜2

/

на С/ и 2 /а(х) = 0 на [—я, к]\С/, при- 
а = 1
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ту+к! .

4)<p/(0)=0, S |<р/ (л)Р<С1։-2 , где qt—сопря-

P-2 женное к pt — р —--------»
j

5) А (х)=1, Л (0) = 0 для j >2 и

+, “у-*/О’-2)*<₽-։) J л««
f 1Л(п)1р<с1։-2 ։”2 ,

Л"»— ®o

6) s IA (n)|'<2֊',

|"1>Лу »-I
2֊/,

8) Если обозначим через 5Л (А> х) частичные суммы ряда Фурье 
функции А (ж)» то 

S 5л (А, х). 
1—1

<2՜^ для л>л/ и всех х$Еу,

9) |5л (/>, х)|<2֊' для всех л и х£ Еу-\,

Ю) (р-£у-֊2)*/+(,1֊р+ ^y-^m«-l)<mz,

11) mj < -j + ky (р-2)֊ (р - 1) £ та.
0=2

Допустим, что такие функции // (х), ф/(х), множества Е/ и Gy, 
натуральные числа лу, ку и ту уже построены. Докажем, что в этом

* ОО
случае множество £=[—«, «рхП Ei является требуемым.

/—1
00 л

Из свойства 6) следует, что ряд V IA (п)1 сходится при любой 
7-։

л. Поэтому можно рассмотреть ряд

а у е‘пх, где an=JJA(n).
л-֊~ у-1

Оценим ряд lo/iP’-
Ли— оо

£ |a„|P=l+^ |а„|₽=1+£ | £;в(л)Г=1 + £ £
л—•> /Л)> Л|> 0. a—1 I J-2 Лу_։<|я| <Пу

i;7«(n)l'=i+£ х s7(n)+7>(")+ s 7«(п)Р<
»-։ I /-2лу_։<|Л|<Лу a=i «—/+1

<i + c13£ [ s7«(n)r+IA(n)R + | f А(п) Р1<
7—2 Лу_1<|я|<Лу I а—1 I 1ш=>Я-1 J
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/ 00 /—1 ** р 30 **
<1 + ^(2 2 £/«(») +2 х 1//(п)1' +

\/—2 л/_ ։< |л|<лу «—1 У—2 "/_1<|"|<я/

°° °° л \Р \
+Т 2 Я /«И ) =1 + с»(Л +/. + /,). 

у—зл/-1</"1<я/ «—>+* ՛ /
Отдельно оценим суммы /1։ Д> 73. Из свойства 7) имеем

2 2/в(я)₽<£ 2֊><1.
1—2 Пу_1<|я| а-1 • /“2

Применив свойства 5), 11), для /, получим 
/-։ 

т, -Л ■ (р-2) + (р-1) уи,

Е |Л(п)|'<с„ Е2 <
/-2 л—- /-։

Для оценки суммы I, применим неравенство Гельдера к

(61)

(62)

(63)

сумме
00 р

£ . 2 /а (п)| . ПоЛуЧИМ (СМ. СВОЙСТВО 6))
/Лу_|<|п|<Лу а—*4-1 I

։/р \р
(64)

Из (61) — (64) следует, что £ |ая|₽<С + 00, причем ао=1=/«О. Теперь 
Л—— «

ОО
докажем, что ряд £ ая е1лх всюду на Е сходится к нулю. Пусть х 

п**— 00
принадлежит множеству Е. Тогда начиная с некоторого у0 (см. 1))
-х^Е), Обозначим через 5Я (х) частичные суммы ряда

ап е/пх. Тогда из 8) и 9) для п п/, получим 
.Л—-«в

|5л(х)| = |'£ 5л(Д,х) 
а-»|

2 5л (/«, х) + £ |5л(/а, Х)|<

00

<2֊/+ £ 2-«=21-/> 
л = /+1

(65)

Следовательно, ряд у ап е1пх всюду на Е сходится к нулю. Этим 
Л ——»

доказано, что Е не является £/р-множеством для тригонометрической 
системы.

Докажем, что Е является ир-множеством при любом р՛ <^р- 

Пусть ряд Ьл е,пх всюду на Е сходится к нулю и 
Л— —
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3= Е 16«Г<4֊°=. (66)
л——•

Рассмотрим функции ф/(х)=1—<р; (х). Функции фу (х) удовлетворяют 
следующим соотношениям (см. 2), 4)):

фу (х) =0 на (67)

2 |Ф/(п)1 |л| <+°°. (68)
Л՜®— ОО

£ 1Ъ(»>Г'<с„-2 ' -1 . (69)
|л|>1

Обозначим через

£ С^е1^, у=1, 2, З,-- (70)
/)»•— ОО

”4՜ •• -4- -ю л
формальное произведение ряда £ Ьп е1пт на ряд ф/ (п) е1пх, 

п—~ п—-
т. е.

&!>= 5 фу(*)6ч-*. 

^т. М

Из (67), (68) и из того что V 6„е/ЛГ=0 на Е (см. [14], стр. 520) 
л-— •

следует, что все ряды (70) всюду сходятся к нулю. Следовательно, 
все Сп} равны нулю. Поэтому

0=СУ’=6л+ 5] фу (к) ьп-к. (71)
1.|х1

Пусть q' — сопряженное к р' и <7у,<д'. Тогда для у < у 0 получим (см. 
<71). (66), 4), 11))

— ( +■” — 11/д' ( -՝•<» Ч/Р՛1М-<2 ]фу(4)б„_*|< 2 !<?/(*)!’■ £ 1М՞’I <

• |*|>1 Ц—» ) 1*=—~ ]

г+. л !>/•> ^+*/-2'՞“
‘ (*)1 ' *՜2 }։/,'<

<с1։-₽’/х.2 ч>- <72)

Устремляя у к со из (72) получим, что все Ьп равны нулю.
Теперь перейдем к построению функций /у (х), Уу (х), множеств 

Е) и С/, натуральных чисел пу, ку и ту, которые удовлетворяют ус­
ловиям 1)—11).

Возьмем такие натуральные числа та и ка, которые удовлетво­
ряют неравенствам 10) и 11). Разделим отрезок [—к, я] на 2*«+1 рав­
ных по длине отрезков: Дх, ^2».+1 • В каждом из отрезков Д/по­
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строим функции (х) и (х), определяемые формулами (53) и 
(52), которые удовлетворяют следующим условиям:

£ .|Л/’(л)|р<Сг2(1-'1*։+т' . (73}
Л«“—

£ йл (п)Г«<С։-2։-Л. (74}
Л«“— *

Учитывая пункт 3° леммы 2 соответствующие V при определении функ­
ций (х), /$л (х) можно взять такими, чтобы

£ |7։(п)|₽<4С8-2(։-р)*։+я,,-2‘։ (75)

и

2 1т։(л)|*<4-С։-21-Л -2**. (76}
Л — - ео

где /։ (х) = 2 (х), ?։ (х)= 2 <р(2° (х).
/ /

Для этого нужно при построении функций /У’ (х) и ։?£/> (х) ВЗЯТЬ Л^> 

такое, чтобы 2 |Д։) (л)4------- |-Д/_|,(л)|₽<^е(Л и У, |Т^։) («) + ՛• •
|п|>л^/) |л|>Л2>

•■■+<р^"”(л)’<4л и взять V в функциях /з7> (х) и ф2') (х) такое, 

чтобы |ч>?’(л)|< О?’ и 1/2/)(л)| < 4°» когда |п|< п։,։. Если выбрать 
е։у) и о?’ достаточно малыми, тогда выполняется (75) и (76).

Обозначим = [—к, к].

0։= (х£[— ". «]։ 1 + /։ (х) У= 0), £։-={х6 [—«, «]։ <р։ (х) = 1).
Возьмем пх = 1 и выберем ла такое, чтобы

2 -
£ |£/«(л)|'<2֊։

|Л|> л, ։-1
И

£ 5Я (/а, х)^ = |5Л (1+/։, х)|<2~2 для л>ла и Х~£Еа.

Построенные функции /։ (х), <р8 (х), множества Е2 и <7։, числа 
л։, та и ка удовлетворяют всем условиям 1)—11).

Допустим, что функции [/в (х)}{_] и {<ра (х))։2г, множества 
(Т?',)»! и {С։}։_2, числа (тх}{_2 и 2 уже построены и
удовлетворяют условиям 1) —II). Построим функции (х), ©/ (х), 
множества £} и числа п/, к/ и ту.

Из 1) следует, что

7/ = Р (<7/-ь £у_1) = 1п( |х — <Л>0. 
хеоу_!
>ёс/֊։
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Возьмем кк)—\ такое, чтобы существовало т/, удовлетворяю, 
щее условиям 10), 11), 2~к/ к было меньше чем длина наименьшего 
составляющего интервала множества б;-1 и

/-1 
к 2”.

2 (77)

ъ
Составляющие интервалы множества С/-։ разделим на отрезки дли- 

*Л։-22'”«
ны «2"*>: Д։, Д։,” •, Д?, где ₽ = 2 ’ .так как 1*07-1 = 2« X

/-։
— У Ма 1

Х2 °”2 * * * * • Возьмем произвольные положительные числа {е*7’, 8)7))^_։ •

2 Й1)(п)+--‘+7‘Г1։(п);₽<е}7),

л|>лу ‘

+. к1+т1
1<?У,(п)1’у<с,-21-^ ,

Л-^оо

На отрезке Дх построим функции /Г’(х) и ?/*'(*) такие, что

2՝

(78)

£ ИУ)(п)|'<С։-2։‘“л*'+тЛ (79)

+ */+*/
£ №(п)Ч<С,-2 . (80)

л — —оо
Выберем л(/) так, чтобы

2 (82)
|Л1>Л; ՝

И

|5Л (//’, х)| <2“>֊2-2 “ для Л>пУ)и хё£;_1. (83)
Соотношение (83) имеет место для больших л;’, так как /у1’ (х) =0 
вне Е]-г. Так последовательно можно выбрать функции /,7) (х), <рут> (х) и 
числа п'р, которые будут удовлетворять следующим неравенствам:

МТ> (л)1<8У։» когда |л|<л(/’, (84)

|7уТ) (л)|<8?’> когда |л|< л/7’, (85)

2 1<Р/)(п)Ч----- 4-’РР-1)(п)Р’<е57’, (86)
|л1>лр>

(87)

(88)
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£ I/?’ (7»)1Р < с2- 21'~р)*'+т/, (89}
Л- - ее

/-։
- У тл

|$я (/?’, х)|<2֊Й • 2 '՜2 для п> п$т) и х1Е։-х, (90)

7-։֊2
5Я (/)т+”, х)|<2-^-т-2 °“2 для п<я/” и хё^-ь (91 >

Учитывая (77) и то, что (х)| с/х<^«-2 *^+1 (см. (54) и определе- 

л> .
ние функций / (х)), получим

* I “2|5Я (/Д х)|<^^֊<2-у-։ • 2 °“2 
7;

Из (90), (91), (92) легко вытекает, что

(92)

/Р \ “2'•ЦЕ //’,х)<2֊'-2 для всех п и х$ £■;_!, (93)

Выбирая еу7' и 5ут) достаточно малыми из (84), (86) и (88) получим

- в я,
2 Ет/’(п) <2Сгр-2 7 =4С։-2 

Лтв —ОО •[—! (94)

,՝ в • . 2,՞“ 3
Обозначим <ру (х) = 2 Фу7) (х), /у (х)=2а= £ /;т)

7-1 7=1

Очевидно
Е) - (хС[—к, к] : <?/ (х) = 1).

ДЛ(л֊) = 

ав1

на Gյ

0 вне С) ,

где С — некоторое множество, удовлетворяющее условию 1). При до­
статочно малых еу7^ и оу7) из (85), (87), (89), получим также, что

+•• л Р тя - (2-р)4у+»Пу-> (р—1) У та
2 |//(п)/₽<2Са.р.2-։ 2°-^ */ +т> =4С։-2 а՜2

Л — — СО х

И

, .Х I// (п)И<2-/.
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Условие 9) следует из (93). Теперь можно выбрать число nj<Zn^ так 
чтобы выполнились условия 7) и 8). Таким образом, последовательности 

и {<₽/ (х)}Д1 построены и, тем самым, теорема в случае 
роо доказана.

В случае р — оо теорема доказывается аналогично, только числа 
к/, т/ и П] нужно выбрать такими, чтобы 

/-։

f 1 \'-։ / 2 \2(7-1)+2 (1-уД т*+Ъ(1֊ ֊֊]<«/

и вместо свойств 4)—7) выполнились следующие условия:
ml+ki J-}

+- I+1- тт+‘/-2я*
X 1?/(п)| '<с1։-2 *"

1\-** — ео

sup \Jj (n)|<C18,

sup |7; (n)|<2՜', 
|л|<л/_։

sup 
|Л|>Лу

Теорема доказана.
В случае р= оо теорему 5 сформулируем в другом виде.
Теорема 7. Среди. М-множеств тригонометрического ряда есть 

такие, что коэффициенты нуль-ряда, сходящегося к нулю на Е, не сумми­
руются ни с какой степенью р < оо.

Ереванский государственный 
университет Поступила 12. III. 1984

Գ. Գ. ԴԵՎՈՐԴՅԱՆ. Հաարի, Ոալշի 
մօւթյռաների մասին, (ամփոփում)

և Լոանկյունաչափական համակարգերի Ս

Հոդվածում դիտարկված են Հաարի, Ուոյշի և եռանկյունու չափական համակարգերի Լ)-
բազմություններ։ Թվարկված համակարգերից ամեն մեկի համար ապացուցված է. • 

յ. Կամայական բ-ի համար, 00, գոյություն ունի £□[0,^] բազմություն,

որը չի հանդիսանում Սթ- բազմություն, բայց հանդիսանում է Սբ> բազմություն կա­
մայական բ' < բ դեպքում,

2. Կամայական բ-ի համար 3<^<Հօօ գոյություն ունի Ս բ-բազմություն, որը չի հան­

դիսանում Սբազմություն բ' > ք դեպքում։

Լ)^բազմության սահմանումը տրված է (1]-ումւ

G. G. GEVORKIAN. On U՝p-teft of Haar, Waith and trigonometric tyttemt 
(aummary)

In this paper we consider the Up-s ets of Haar, Walsh and trigonometric sys­
tems.
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For every such system we prove
1. For every p.2< p < «> there exist a set £c [0. 1]. p.£=l, which is not 

Up-set, but is Up,-set for every p' < p.
2. For every p, 2 <p< oo there exist U’-set, which is not Up--։et for every 

P՛ > P-
The definition of Up-set was given in [1].
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