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Понятие операторов обобщенного сдвига (сокращенно о. о. с.) 
явилось результатом аксиоматизации свойств оператора обычного 
сдвига на группе. Обязано это понятие своим происхождением 
Ж. Дельсарту [1], которому принадлежат впервые результаты по тео­
рии о. о. с. Дальнейшее существенное развитие эта теория получила 
в работах Б. М. Левитана (см., например, [2]—[5]). Уже в этих рабо­
тах наметилось два естественных подхода к построеннйю теории о.о.с.: 
глобальный и инфинитезимальный. С точки зрения первого подхода 

содержательной является задача обобщения на случай о. о. с. глобаль­
ных конструкций, заимствованных из теории групп (теория представ­
лений, существование мер Хаара, гармонический анализ и др.). Не­
которые аспекты теории представлений о. о.с. в топологических ло­
кально выпуклых пространствах рассматривались в работе Г. Л. Лит­
винова [6]. Обзор части результатов глобальной проблематики теории 
о. о. с. (фигурирующих в исследованиях зарубежных математиков под 
названием гипергрупп) содержится в статье К. Росса [7].

Центральное место в теории о. о. с. с инфинитезимальной точки 
зрения занимает проблема .построения о. о. с. по его инфинитезимально­
му оператору в случае одного переменного или по множеству его инфи­
нитезимальных операторов первого или более высокого порядка в слу­
чае нескольких переменных. Эта задача в одномерном случае рассмат­
ривалась, в частности, в статьях [8], [9]. В случае многих перемен­
ных полностью решена задача восстановления о. о. с. по инфинитези­
мальным операторам второго порядка в ситуации, когда последние 
операторы образуют алгебру Ли. Локальное решение этой задачи дано 
Б. М. Левитаном, глобальное построение осуществлено в работе [10].

В настоящей статье мы предлагаем глобальную конструкцию но­
вого класса о. о. с., называемых нами операторами типа Дельсарта и 
действующих в пространствах функций на группах Ли. Следует отме­
тить, что формальные аналогии некоторых частных случаев операто. 
ров типа Дельсарта рассматривались в работах В. П. Маслова и его 
учеников (см. [11]). В § 4 мы изучаем структуру коммутационных 
соотношений между инфинитезимальными операторами (генераторами) 
операторов типа Дельсарта. Оказывается, что для первых генерато­
ров эти соотношения имеют вид р (X, X) = I (А), где р (X, АГ)— били­
нейная, а / (А)—линейная комбинации от данных генераторов. При­
мером может служить оператор типа Дельсарта, действующий на 
группе Би (2, С), первые генераторы которого удовлетворяют со­
отношениям
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х*— у2-/, У2 + 2У=—х, гх+хг= у.
В последнем параграфе мы реализуем попытку аксиоматического 

описания алгебраического объекта, соответствующего оператору Дель֊ 
сарта и порожденного его первыми генераторами.

Автор благодарит И. Л. Кантора, Г. Л. Литвинова и Г. Б. 
Шпиза за полезные обсуждения.

§ 1. Предварительные сведения. 
Определения

Пусть 2—произвольное п-мерное гладкое действительное мно­
гообразие. Обозначим через С" (2) пространство бесконечно диффе­
ренцируемых комплекснозначных функций на 2, наделенное стандарт­
ной локально выпуклой топологией равномерной сходимости на ком­
пактах функций вместе со всеми производными. Говорят, что в про­
странстве С“ (2) действует оператор обобщенного сдвига (сокращен­
но о. о. с.), если каждому з £ 2 сопоставлен линейный оператор R3, 
действующий в С“ (2), такой, что выполнены условия: 1) соответ­
ствие / (/) — <р (з, 0 = R1 / (<) определяет непрерывное отображение 
С" (В) -<С* (2 X 2); 2) выделен такой элемент з0 £ Я, называемый 
нейтральным, что оператор R3՝ тождественный; 3) R, R3 / (Г) = 
=/?^ для всехС" (2), 6 з, г£2 (индекс внизу указывает 
на переменную, по которой действует соответствующий оператор).

Если имеется два о. о. с. и гЯ3, действующие в пространствах 
С" (2Х) и С“(22) соответственно, то морфизмом о. о. с. в о. о. с. 'R3 
назовем непрерывный оператор R։ С' — С“ (2г) такой, что диа­
грамма

С” (2։)Дс-(2,) 
. ] ,к3 1

л X/7
с* (2хх 2Х)—► с- (2։х я,) 

коммутативна и Г/ (2з0) =/(150), где и ։з0£ 22—соответствую­
щие нейтральные элементы. Морфизм R назовем изоморфизмом, если 
R—изоморфизм С" (2Х) и С” (2г) в категории локально выпуклых 
пространств.

Мы будем рассматривать также п-мерные комплексно-аналитичес­
кие многообразия 2, снабженные пространствами /7(2) голоморфных 
функций с локально выпуклой топологией покомпактней сходимости. 
В пространствах Н (2) аналогичным образом могут быть определены 
понятия о. о. с. и морфизма (изоморфизма) двух о. о. с. Пространства, 
сопряженные к пространствам С" (2)(/7 (2)) мы будем обозначать 
через О (2)(А (2)).

Мы будем придерживаться следующих обозначений: (а==а1։ ... 
• ••։“«) мультииндекс, а 7), = /),,*• • • R)՞", где —производная по 
г'-той переменной в локальной системе координат многообразия 2. 
Правым инфинитезимальным оператором (генератором) порядка |я| =
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= а,-|—а„ от о. о. с. R3, действующего на 2, называется опера­
тор R,f{t) = D'R3f{t)\J,.

Известно (см. [5], ато можно также непосредственно вывести из 
определения о. о. с.), что все генераторы Ra данного о.о.с. в следующем 
смысле перестановочны с действием оператора R3: Ra, , R3 f (t) = 
= R3 Ra, i f (t), Отсюда сразу вытекает

Предложение 1.1. 1) Если Rals, — 'Xa?D3\,Q {все суммы в этом 
0

предложении конечны), то или Ra\s„ = О*\л, или генераторы линей­
но зависимы; 2) если генераторы линейно независимы, то соотно­
шение У а*, р RaRf = 2i ст R1 эквивалентно своему ограничению в
точку s0.

Доказательство. В самом деле, если генераторы оператора 
R3 удовлетворяют первому соотношению, то

Ra~ R3 =2 RJ\։. = ^a,Rt.

что доказывает первое утверждение. Второе утверждение аналогич­
ным образом выводится из первого.

Рассмотрим л-мерную действительную (комплексную) группу Ли 
G с алгеброй Ли g. Группу G мы на протяжении всей статьи будем 
предполагать связной и односвязной, не оговаривая этого каждый раз. 
При указанном условии полугруппа эндоморфизмов End G группы G 
изоморфна полугруппе эндоморфизмов End g алгебры g и является 
алгебраическим подмногообразием полугруппы End Rn (End Сп). Мы 
будем рассматривать такие и только такие полугруппы Г эндомор­
физмов группы G, которые являются замкнутыми гладкими аналити­
ческими подмногообразиями многообразия End G.

Пусть фиксированы группа Ли G и полугруппа Г ее эндомор­
физмов. Скажем, что о. о. с. R3, действующий в пространстве 
С" {G)(H{G)), является оператором типа Дельсарта, если нейтраль­
ный элемент s0 совпадает с единицей е группы G и если оператор R3 
определен в соответствии с формулой

R3f{t)=<f{tAsB), гл,в>, КЯ(ГХГ)(Л (ГХГ)). (1.1)
Под tА мы понимаем результат действия эндоморфизма А £ Г на точ­
ку t^G, а скобка </,-^> означает операцию спаривания элементов 
двух сопряженных пространств.

Примеры. 1. Оператор группового сдвига R3 f {t)=f {t-s) 
является очевидным образом оператором типа Дельсарта. В этом 
случае функционал рл в ПРОСТО совпадает с 3-функцией, сосредото 
ченной в единице полугруппы Г ХГ при любой полугруппе эндомор՜ 
физмов Г группы G.

2. Оператор Дельсарта определяется (см. [5]) так: R3 f {f) = 
= <f{t-sB), Ря^>, где {G){H(G)), Г—компактная группа авто­
морфизмов группы G, а рд — мера Хаара на Г, нормированная усло­
вием равенства единице меры всей Г. Понятие оператора типа Дель՜ 
сарта является естественным обобщением последней конструкции.
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В категории всех операторов типа Дельсарта, действующих на 
фиксированной группе Ли С по форме (1.1)» мы определим морфизмы 
как такие морфизмы в категории всех о.о.с. на С, которые имеют 
вид /7 (/)=</ (М), \4>» где ՝>л£ О (Г)(Д (Г)).

На произвольной фиксированной полугруппе Г рассмотрим ли­
нейное (топологическое локально выпуклое) пространство функций Ф. 
Мы будем говорить, что в пространстве Ф (или просто на полугруп­
пе Г) задана алгебраическая структура, если в Ф определено ассо­
циативное (а в топологическом случае и непрерывное по совокупности 
аргументов) умножение Ф^/> инвариантное относитель­
но правого сдвига на полугруппе Г и если, кроме того, функция, рав­
ная тождественной единице на Г, является правой единицей при этом 
умножении: /о 1 — (. Категорию подобных алгебраических структур 
мы будем обозначать через А (Ф). В качестве морфизмов в этой ка­
тегории мы будем рассматривать такие морфизмы в категории (топо­
логических) алгебр с правой единицей, которые перестановочны с 
действием правого сдвига на полугруппе Г.

§ 2. Основная теорема

Пусть имеется действительная (комплексная) группа Ли С и по­
лугруппа Г ее эндоморфизмов, и пусть в пространстве Ф=С” (Г)(/7(Г)) 
фиксирована алгебраическая структура В£А (Ф). Определим на про­

странстве Ф X Ф функционал н4 в. действующий на произведении 
элементов / (А) % (В), /, #£Ф по формуле

</(Л)^(В), |1лз>=/о?(£), (2.1)

где Е — единица полугруппы Г. Посредством функционала в зададим 
в соответствии с формулой (1.1) оператор в пространствеС’ (С)(//(С)).

Теорема основная. 1) Определенный таким образом опе­
ратор есть о.о.с. типа Дельсарта и, следовательно, при фиксиро­
ванных С и Г имеется отображение, ставящее в соответствие 
алгебре В^А. (Ф) оператор типа Дельсарта, который ин будем 
обозначать через в^։-

2) Указанное отображение является контравариантным 
функтором: каждому морфизму (изоморфизму) Вх-* В3 в катего­
рии А (Ф) оно ставит в соответствие морфизм (изоморфизм) 
в,R*. *- в,R* в категории операторов типа Дельсарта.

Доказательство. Посредством функционала в, определен­
ного выше, закон умножения в алгебре В может быть записан в сле­
дующем виде:

Л г (С) = </ (АС) 8 (ВС), ?АВ>. (2.2)

Тогда условие ассоциативности умножения в алгебре В принимает 
форму
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(/ О (gr. h))(M) = <f (AM) g (CBM) h (DBM), 11C D v.AtB > = 

= ((/*$) " h)(M) =<f (CAM) g (DAM) h (BM), ?A'B g,h^B.
(2.3) 

Ограничив последнее равенство в единицу полугруппы Г, получим, 
что

</(Д) g (СВ) A (DB), rCD rA B> = <f(CA) g (DA) h (B)?A B rCD>.

(24)

Заметим, что из-за инвариантности умножения в В относительно пра­
вого сдвига на полугруппе Г равенство (2.4) эквивалентно (2.3).

Раскрывая содержание аксиомы 3 для о.о.с. применительно к 
оператору типа Дельсарта в/?*, определенному в пространстве С“ (G) 
(H(G)), получим, что

R's R* f (t)=<f (tA-sCB-rDB), пАВ ?C։D> =

= R3 Rr f (t) — <jCAsDArB), vAB v.CJ3>. (2.5)

Последнее соотношение вытекает из равенства (2.4).
Легко видеть, что аксиома 2 из определения о.о.с. эквивалентна 

для оператора типа Дельсарта условию на единичную функцию в ал­
гебре В. Тем самым установлено соответствие между алгебрами В £ 
£А(Ф) и операторами типа Дельсарта. Осталось установить соот­

ветствие между морфизмами. Пусть имеется морфизм Г: Вг —» В։ Рас­
смотрим функционал V, определенный на пространстве Ф соотноше­
нием V = (Е[)(Е). Тогда, используя перестановочность морфизма 
Г с операцией правого сдвига на Г', действие морфизма Е на элемен­
ты пространства Ф можно представить в виде Т7/ (С)=<У (ЛС), ^А>. 
Определив морфизм ч- в,R3 следующим образом: <^/ (#Л), *-/,
мы удовлетворим всем требуемым условиям. Теорема доказана.

Отметим, что если функция / = 1 является двусторонней едини­
цей в алгебре В, то единица е группы В является двусторонним ней­
тральным элементом: Я*/(<)!/-« =/($)•

Замечаяие. Все предыдущие конструкции и утверждения есте­
ственным образом переносятся на случай локальных и формальных 
групп Ли и супермногообразий. Кроме того, основная теорема допус­
кает следующее обобщение. Пусть на гладком действительном (ком­
плексном) многообразии 2 задан о.о.с. R3 и имеется полугруппа Г 
(являющаяся многообразием) его эндоморфизмов. Пусть |»л в—неко­
торый функционал на пространстве Ф=С“ (Г %Г)(Н (Г X Г)) такой» 
что определен оператор

гвз/а)=<^/а)А,х в„ ы,в>.

Тогда, если бинарная операция (2.1) наделяет пространство Ф струк­
турой алгебры В^А (Ф), то последний оператор является о.о.с.
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§3. Примеры

1. Оператору группового сдвига соответствует при любой полу­
группе эндоморфизмов Г алгебра В функций на Г с обычным пото­
чечным умножением.

2. Оператор Дельсарта, фигурировавший в примере 2 из § 1, 
получается описанным в теореме способом из алгебры В^А(Ф), 
ф=С“ (Г)(Я(Г)), в которой умножение задается формулой /о 8(С)= 
= /(С)<£ (ВС), нд>. где нв —мера Хаара на компактной группе 
автоморфизмов группы С такая, что «С 1, =

3. Пусть С=/?1, Г= {£, 0}, где Е— тождественный, а 0 —ну­
левой эндоморфизм. Положим Хо (Е) = 7.0 (0) =1> /-1 (£) = •—А (0) = 1. 
В двумерном пространстве функций на Г определим структуру алгеб­
ры 2?£А(Ф) с двусторонней единицей ул, положив 7.х о 7.։ = а’/0-|- 67х 
где а — 6=1. При а = 0, 6 = 1 соответствующий оператпр типа Дель­
сарта имеет вид

/?'/(/) = 1 (/(Л-з)+/(0+/(з)-/(0)).
*

4. Пусть теперь Г — группа: Г = {Е, А, В, АВ = ВА}, причем 
Ал = В? = Е. Пространство Ф функций на Г в этом случае порожда­
ется базисом из характеров Хо> /л, X։» '/л группы Г. Здесь у нас /о=Ь 
Х» = Х|7.*» а характеры Хд и 7л таковы, что ул (Л) = у (В) = —1. 
Х1 (£) — 7л (А) = 1. Нетрудно описать с точностью до изоморфизма 
все алгебраические структуры, которые могут быть определены в 
пространстве Ф. Если в алгебре В отсутствуют делители нуля, то 
она изоморфна или алгебре Вг с обычным умножением функций на Г или 
алгебре В։, в которой является двусторонней единицей и имеют ме­
сто соотношения

7.1 о \ = 7л ’ 7л = /л, 7.1 0 7л = ֊ 7л " 7л = 7л-
Среди алгебраических структур в Ф с делителями нуля укажем 

в качестве иллюстрации только на две. Умножение по типу примера 2 
приводит нас к алгебре В3 со следующей таблицей умножения: х« т,7.}~ 
= 7л где 3’ — символ Кронекера. В алгебре В4 с двусторонней еди­
ницей закон умножения зададим следующим образом: Х1°7.1==7.зо7.։=0> 
к‘7.10 /л = 1/л 0 Х1 = Хз> 0.

Рассмотрим группу 6 = 511(2, R). Пусть А и В —два автомор­
физма группы 6, которые в ее алгебре £ с базисом X, У, Д таким, что 
[X У] = Д, [У, Х] = Х, [Д, А] = К, индуцируют соответственно авто­
морфизмы (X, У, 2) — (—X, У, — X) и (X, Г, Д) — (X, — У, - Д). 
Группа Г = [Е, А, В, АВ} как раз такова, как рассмотренная выше. 
Опишем, какие операторы типа Дельсарта соответствуют по основной 
теореме алгебраическим структурам В3 и В4 (случай алгебр В1 и В3 
охвачен примерами 1 и 2):

в.^/(<)=4-(/(Гз) + Н^-5)+/(Г5Л)֊/(^-5Д)),



Операторы обобщенного сдвига 311

/>./?'/(') =(в/’<+<Л֊оАоЛ + *1Л ։Л +1։Р, ։Ра)/(/•«), 

где , Р{ = 1 У/(/С) 7֊/(С). Непосредственным вычислением прове- 
4 с г

ряется, что первые инфинитезимальные операторы этих о.о.с. удовлет­
воряют соотношениям ХУ +УХ=— 2, УХ + ХУ= X, ХХ-\-ХХ=У в 
первом случае и кХУ—1УХ=к1Х, УХ=ХУ = ХХ = XX — Х'г = =
= £’ = 0—во втором.

5. Пусть фиксирована действительная (комплексная) п-мерная 
алгебра Ли 2 и имеется разбиение пространства этой алгебры в пря­
мую сумму подпространств • • •, Vп, задающее градуировку алгеб­
ры Ли 2 в том смысле, что для любых I и / существует к = 
— к (1> Л = & (/> 0 такое, что (И), Иу] С и*. Выберем в алгебре 2 ба­
зис Х1г • • •, Х„, согласованный с заданным разбиением: первые сИт 
векторов этого базиса принадлежат следующие сИт И։ векторов 
принадлежат И2 и т. д.

Пусть каждому подпространству И: (и тем самым каждому век­
тору из него) поставлен в соответствие некоторый автоморфизм ал­
гебры 2. Автоморфизм, отвечающий вектору Л^2, будем обозначать 
через Мх (или М, если Х—Х^). Предположим,: что для любых / и/ 
существует / = /(/,/) такое, что И/ М^^У^, где М* — автоморфизм, 
сопряженный к М), и что выполнено условие

Мх = М1Х(Х^ .

Рассмотрим матричные функции (Л), Л £ Г представления полу­
группы Г = Епс1 2 в выбранном базисе: <¥/Л=^ Х[ (Л). Опреде­

лим умножение в алгебре 5£А (Ф), Ф = С“ (Г)(/7(Г)) между матрич­
ной функцией а*. (Л) и произвольной функцией из Ф на основе сле­
дующего соотношения: а1. (Л) р (Л) — (Л) о р (М, Л), из которого
вытекает равенство

а' (Л) о а] (М Л) = а‘(Л) о (Л/* Л). (3.1)

В соответствии с указанным определением моном любой степени от 
матричных элементов с обычным умножением можно по индукции 
представить в виде полинома от тех же образающих с умножением о 
и наоборот. Например,

а' (Л) а* (Л) а” (Л)= а' (Л) о а] (М,А) а? (М, Л) =

= а'. (Л) о а* (М/ Л) о а™ (М։ Мх и» Л).

Теперь легко определить произведение р (Л) о д (Л) любых двух 
полиномов от матричных функций, представив сначала р и д (доста­
точно только р) в виде полиномов с умножением о, а затем преобра­
зовав результат к полиному с обычным умножением. Доказательство 
ассоциативности сформулированного умножения сводится фактически 
к проверке того факта, что домножив справа равенство (3.1) на про­
извольный полином, мы не нарушим его справедливости. Эта провер­
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ка, также как и доказательство того, что определенная операция не 
нарушает тождественных соотношений, которым удовлетворяют мат­
ричные функции на полугруппе Г = End g, оставляется читателю.

Теперь заметим, что пространство Рг полиномов от матричных 
функций плотно в Ф, и, если это возможно, продолжим указанный 
закон умножения по непрерывности на все Ф. Для осуществимости 
этой операции достаточно (но не необходимо), чтобы автоморфизмы 
№„•••, Мп были ортогональны (унитарны).

Сформулурованная структура на End g изоморфно (поскольку 
End = End G) переносится на полугруппу End G, где G связная 
односвязная группа Ли с алгеброй g.

Отметим, что функция /= 1 в построенной алгебре В является 
двусторонней единицей. Отметим также один важный частный случай 
описанной выше структуры, когда для любых i и j I (i, j)=i, т.е. 
|/,ЛГ££ К. В этом случае все автоморфизмы Mt коммутируют между 
собой.

6. Рассмотрим один частный случай предыдущего примера. Пусть 
G=C’. Положим (X, Y, 2) Мг = ( У, X, aZ), (X, У, Z) M^=(Y, X, bZ), 
MZ=E, |а| = |6|=1. Условия предыдущего примера выполнены тогда 
и только тогда, когда а։ = 6։. Коммутационные соотношения для пер­
вых генераторов соответствующего оператора типа Дельсарта (см. 
ниже формулы (4.6)), выглядят так:

X*- У։ = 0, aXZ-ZX=V, bYZ—ZY=Q.

Заметим, что при а = Ь можно, а при а = — b нельзя посред­
ством замены базиса осуществить „диагонализацию“ этой системы 
соотношений, т. е. все ее уравнения привести к виду Xi Xj — 
— а/, j Xj Xi = 0.

§ 4. Соотношения для генераторов операторов 
типа Дельсарта

В предыдущем параграфе нами были в конкретном примере вы­
числены соотношения для первых генераторов оператора типа Дель­
сарта. В настоящем параграфе мы рассмотрим, каким соотношениям, 
аналогичным коммутационным формулам Ли, удовлетворяют генера­
торы о.о.с. типа Дельсарта в общем случае.

Пусть опять фиксированы группа Ли G и полугруппа Г ее эндо­

морфизмов. Будем обозначать через и Ра соответственно гене­
раторы оператора правого сдвига на группе G и оператора типа 
Дельсарта (1.1). Вычисляя от последнего оператора производную D1 
по s и полагая s = e, будем иметь

£₽/(<) = <2 P.al(B)f(t, А), ?А,В>,

где (5) матричные элементы представления полупруппы Г в ба­
зисе Rj.



Операторы обобщенного сдвига 313

Предположим, что генераторы Ра линейно независимы. В этом 

случае согласно предложению 1.1 /?«|е= = £’|е и следовательно,

Р. ад=3 < а] (А))(/?, а; (В)) / (/), |м.в>1, = 
7. ’

= 2 £-г/?,<ат (А) а; (В), Нл,в>/|е = 2 Дт R, (а* о 'а’)(£)/|г = 
!•» 7 - ’

= 2 /?Т /?. (а! о «•)(£) /I,. (4.1)
т. ’

Допустим теперь, что генераторы оператора типа Дельсарта 
(1.1) удовлетворяют некоторому соотношению вида

5 Ь՝- <• R. R» = 2 е1 R,. (4.2)

Как следствие получаем, что для генераторов Рл оператора сдвига 
справедливо следующее равенство:

2^2 R. R, (ат О а»)(£) /|, =2 ст Я7|г. 
«. ₽ 7. 0 7

Заметим, что исходя из предложения 1.1, в последней формуле 
мы можем убрать ограничение ։ = е. Таким образом мы получаем со­
отношение для генераторов /?т. Сказанное позволяет нам сформулиро­
вать следующий порядок действий в целях определения соотношений 

для генераторов Ра.

Теорема. 4.1. Предположим, что генераторы R, оператора 
типа Дельсарта (1.1) линейно независимы. Рассмотрим формаль­
ное равенство

Я«=2*(>а2(Л), (4.3)

предполагающее, что генераторы R, выражаются линейным обра­
зом через генераторы Ра с коэффициентами из алгебры В £ А (Ф), 
где Ф = С" (Г)(Л/ (Г)). Тогда из любого соотношения вида (4.2) для 

генераторов Ра можно получить соответствующее соотношение 
для генераторов Ра, подставив в (4.2) выражения (4.3), не՜ 
ремножив коэффициенты в соответствии с законом умножения в 
алгебре В и ограничив полученные коэффициенты в единицу полу­
группы Г. Если равенства (4.1) можно обратить, т. е. если можно 

выразить значения РаР?\е через РаР$\е, то аналогичным образом 
можно перейти от соотношений для генераторов Ра к соотноше­

ниям для генераторов Ра.

Рассмотрим в алгебре В произведение а^ о а| матричных эле­
ментов представлений, действующих соответственно в пространствах, 
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натянутых на базисы Л, |а| = т и /?т, |т| = т. Поскольку умножение 
в алгебре В инвариантно относительно правого сдвига на полугруппе 
Г, то существует такая матрица (</£«)), что

а' ° а] = о£ а;, 1н1 = |₽| = т, М == = п. (4.4)

Здесь и в дальнейшем мы придерживаемся тензорной формы записи, 
опуская знак суммирования по одинаковым индексам, стоящим вверху 
и внизу.

В согласии с теоремой 4.1 переход от соотношений вида (4.2) 
для генераторов оператора типа Дельсарта (если они независимы) к 
соотношениям для генераторов правого сдвига на группе Ли следует 
производить исходя из равенства

/?։ =Л»/?Т а? о а? Ру & о? (^)=
В частности, для первых генераторов оператора типа Дельсарта, ко­

торые мы для простоты будем обозначать также Л)(Ли/ =

это равенство принимает вид Х1 Х]=<1*‘ ХкХе-
Если матрица обратима, то коммутационные соотношения 

для первых генераторов операторов правого сдвига на группе С, или 
что то же самое, соотношения для образующих алгебры Ли £, запи­
санные в ее обертывающей алгебре, приводят нас в согласии с тео­
ремой 4.1 к следующим соотношениям для первых генераторов опера­
тора типа Дельсарта:

Х~ <^рч ХР Х^сЪ Хт, (4.5)
где (</х117)— матрица обратная к (</,*■), а ск'е— структурные констан­
ты алгебры Ли д в базисе хх, • • •, хп-

В частном случае оператора типа Дельсарта, отвечающего алге­
браической конструкции, описанной в примере 5 предыдущего параг՜ 
рафа, последнее соотношение принимает вид

X, (X, М,)- Х^Х, М])=с^ хк. (4.6)

Легко указать явный вид первых генераторов X/ этого операто­
ра типа Дельсарта: на функцию / (#), заданную на группе С, генера­

тор X։ действует следующим образом: (^/)(/) = (Л1/)(/ЛГ/), где под 
уже понимается соответствующий автоморфизм группы С.
Разумеется, все сказанное справедливо, если на пространство Ф 

(см. пример 5 § 3) продолжается структура, определенная на плотном 
подпространстве Ру. Правда, и в противном случае можно аналогии՜ 
ным образом определить о.о.с., действующий в пространстве формаль՜ 
ных рядов (так сказать, „формальный оператор типа Дельсарта“). 
Для первых генераторов этого оператора останутся справедливыми 
коммутационные соотношения (4.6) и утверждение о явном виде.
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Вместе с тем, часто бывает возможно, изменив закон умножения, 
построенный в примере 5 предыдущего параграфа, получить другую 
изоморфную исходной, алгебраическую структуру на Рг, уже про­
должаемую на все пространство Ф и такую, что первые генераторы 
соответствующего оператора типа Дельсарта удовлетворяют тем же 
самым коммутационным соотношениям (4.6).

§ 5. Обобщенные алгебры Ан

Про оператор типа Дельсарта мы будем говорить, что у него 
невырождена система первых генераторов, если эти генераторы неза­
висимы и все матрицы («/Д’) из формул (4.4), участвующие в умноже­
нии матричных элементов в соответствующей алгебре Б обратимы 
при |?| — ||‘|=1. В этом случае по индукции легко доказывается, что 
вообще все матрицы («/*?) обратимы и что генератор любого порядка 
исходного оператора Дельсарта представим в виде многочлена от опе­
раторов первого порядка.

Систему коммутационных соотношений (4.5) для первых генера­
торов Х1 (в их обозначениях мы опускаем тильду) можно умножением 
на матрицу (</*') привести к виду

Х> Х։ - ^Х.Х, = [X, X) ], (5.1)
где — </?; а [Х։-, Л}]—некоторые линейные комбинации от Хт.

Рассмотрим тензор //= (Л^). Очевидно, что он удовлетворяет 
условию 1) Нг — Е, т. е. = 8*у. Докажем, что для этого тен­
зора выполнено также условие 2) Л*у = А'*.

Для этого наряду с алгеброй В рассмотрим алгебру В* с соп­
ряженным законом умножения

а? • а’= а; “I (5-2)

(это умножение может быть выражено через исходное умножение по­
средством операции сопряжения: / « ?=(/*''?*)*).

Алгебра В* ассоциативна, поскольку ассоциативна алгебра Б. 
Воспользовавшись коммутативностью обычного умножения, из (5.2) 
получаем, что

а* * а] = 4$ * аД (5.3)

Заметим, что матрица («/Д’ (</~1вр) при |?| = |р| = |3|=|у|=|а|=|р|=1 
совпадает с тензором Н. Теперь условие 2) для тензора Н непосред­
ственно вытекает из того факта, что если три сомножителя 
прокоммутировать по формулам (5.3) так, чтобы я и 7 поменялись ме­
стами, то результат не будет зависеть от порядка выполнения опера­
ций коммутирования.

Положим р1) — Х1 X, — А^ Х>Х1. Явно проверяется, что для 
рч справедливы соотношения рч~ — Ь*] рн и 
5—496
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Рихк - Ц' Ц* хч р„ + А" а;/ (₽,„ хп - л»; А*х Х„ Рг^ + 

+ а;Г а;; (Р>т хл-н>'а к^яхчРп)).

Отсюда получаем, что правые части равенств (5.1) для первых 
генераторов оператора типа Дельсарта с невырожденной системой 
первых генераторов удовлетворяют условиям 

а) [X,, Х)]= — А*] [X*, АГ/.] („кососимметричность“), 
в) [Иь АГ/], АГ*]+ А;'А™ (IX, АГт], Х„] + А;г А£ [[АГ„ Хт], Х]]=0

(условие Якоби), 
с?) А^ = А^А^ с\т, где "с^ таковы, что [X, Х)] = ср. Хр.

Заметим, что условие Якоби может быть переписано в другой, 
более наглядной, форме:

[[X, Л,], АГ*] = [АГ/, [X, Хл]] + А'7 [АГ/, [Хт, АГ*]].
Определение. Пусть задан произвольный тензор Н= (А*() 

размерности п* X па с коэффициентами из поля А (у нас А = К или 
к = С), удовлетворяющий указанным условиям 1) и 2). Алгебру над 
полем к мы назовем обобщенной алгеброй Ли, если умножение в ал­
гебре X), X/ — [Х{, Ху] удовлетворяет условиям а), в), с).

Приведенное определение включает в себя конечномерные гра­
дуированные алгебры Ли в смысле М. В. Мосоловой [11] (в том чис­
ле и супералгебры Ли), для которых тензор // в некотором базисе 
имеет вид

А'՞ = > °0 € А, «и 4= О-

С тензором Н естественным образом связаны

Ро = — (£4- Н) и *Рг = — (Е—И), действующие в 
два проектора

векторном про­

странстве А՞’. Заметим, что для алгебр Ли d im ker рг = п (п+1) 
2

а

для супералгебр Ли dim ker П- п^՜Если dim ker р1=пг, то 

Н = Е и соответствующая обобщенная алгебра Ли коммутативна, т. е. 
для любых / и / [Xi, АГу] =0. Если же dim ker рх =0, то Н = — Ей 
соответствпющая алгебра Ли также коммутативна.

На обобщенные алгебры Ли переносятся многие элементы тео­
рии обычных алгебр Ли. В частности каждой обобщенной алгебре Ли 
можно поставить в соответствие „обобщенную (в общем случае фор­
мальную) группу Ли". Мы здесь ограничиваемся рассмотрением обоб­
щенных алгебр Ли, отвечающих операторам типа Дельсарта с невы­
рожденной системой первых генераторов.

Необходимое условие, выделяющее последние алгебры из множе­
ства всех обобщенных алгебр Ли состоит в том, что тензор Н, отве­
чающий алгебре, которая соответствует оператору типа Дельсарта, 
эквивалентен тензору- = 6{J), отвечающему обычной алгебре.
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В самом деле, тензор Нв данном случае представим в виде h\l} = dffX 
X d~'pl = d4] % d7™1- Отметим, что указанное условие эквивалентно 

,. , п(п+1)равенству dim кег рг = ----- ---- -

Гипотеза. Это условие является и достаточным, т. е.։ если тен­
зоры Н обобщенной алгебры Ли и обычной алгебры Ли эквивалент­
ны, другими словами, если у них одинакова кратность единицы (или 
минус единицы) как собственного числа, то существует (хотя бы 
формальный) оператор типа Дельсарта, первые генераторы которого 
порождают обобщенную алгебру Ли, совпадающую с исходной.
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Դ. Ի. ԴՈԻՐԵՎԻՉ. Ընդհանրացված տեղաշարժի օպերատորները Լիի խմբերի վրա. ( ամ­
փոփում)

Աշխատանքում դիտարկվում է ընդհանրացված տեղաշարժի օպերատորների (հիպերխըմ- 
րերի) մի նոր դաս և ուսումնասիրվում է համապատասխան հանրահաշվական օբյեկտների կա- 
uni ցվաձքըէ

О. I. GUREVICH. Generalized translation operators on Lie groups (summary)

The paper deals with a new class of generalized translation operators (on 
hypergroups) and with appropriately defined "algebraic objects".
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