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§1. Введение

Д. Е. Меньшовым доказаны следующие теоремы (см. [1], [2]).
Теорема 1. (Д. Е. Меньшов). Пусть / (х)— измеримая функ­

ция конечная почти всюду на [0,2՜]. Какого бы ни было е > 0 мож­
но определить непрерывную функцию § (х), совпадающую с / (х) 
на некотором множестве Е, |£'|*  2՜ — е и такую, что ее ряд
Фурье по тригонометрической систете сходится равномерно на 
[0, 2л].

Теорема 2. (Д. Е. Меньшов). Пусть /(х)— любая суммируе­
мая на [0, 2л] функция и (2 с [0, 2л] — любое совершенное нигде не 
плотное множество.

Тогда можно найти такую сумммруемую функцию 8 (х), что 
8 (■*)  = / (*)  на (2 и ее ряд Фурье по тригонометрической системе 
сходится почти всюду.

Р. И. Осипов [3] и А. М. Зубаки [4] доказали справедливость 
теорем 1 и 2 для системы. Уолша.

Более сильный результат получил Прайс [5]:
Пусть заданы две последовательности натуральных чисел 

которые удовлетворяют условиям

Нт ֊=т°с.
* -- Рк

Тогда для любой измеримой функции / (х) и любого е^>0 суще­
ствует такая функция 8 (х), что

а) |{х 6 [0,1]: / (х) ?= £ (х)}| < е,
в) ряд Фурье—Уолша функции 8 (х) равномерно сходится на 

[0, 1],
с) ак (8) = 0, при д1<С.к Крг+Г- I = 1, 2,-• ■ (где ак (g) — коэф­

фициенты Фурье функции 8 (х) по системе Уолша).
Аналогичная теорема для систем типа (/)*  установлена Ф. Г. 

Арутюняном [6].
В наших дальнейших рассуждениях будем считать что возрастаю­

щая подпоследовательность {Л/к} к-Г, Нт (№ — — + оо фикси-

рована, и рассмотрим подсистему

* Через |£| обозначена мера Лебога множества Е.
* * Определение систем (х) см. в работе [7].
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{^(х))* я>։={1ГЛх); т = М4-ь֊--, к=1, 2, •

2* (х, /)= 5,4+1 (х, /)— 5,4 (х, /). (4)

Мы будем пользоваться следующими свойствами системы 11^4 (х)1
(см. [10] и [И])

(х, /)• (х) = 8Ж1 (х, 1ГЛ-/) 8„4 (х; й^л,/), (5)

если п =2”* +----- 1- 2”\ тОт1 >•••),

11ш(М* —№*-։)  = “)•

(где [1Гт(х)]—система Уолша —Пэли).
Доказывается следующая
Теорема. Пусть даны: подсистема (1)> положительное число 

е ^>0. Тогда существует измеримое множество Е,, |А։ |> 1 & со
свойством: для любой функции / (х) (■ Ь можно найти такую функ­
цию у (х) ££[0,1], что у (х) = / (х) на Е, и ряд Фурье функции 
у (х) по системе (1) сходится к ней почти всюду.

Здесь же отметим, что а) подсистема (1) является системой 
представления функций класса 5р.ц; (^(о.ц класс почти везде конеч­
ных измеримых функций), сходящимися почти всюду рядами 

Д ак ^"4 <СМ- С2 * * * 6])'

б) подсистема (1) является системой представления функций 
класса £р [0,1], 0<£р<^1, сходящимися в той же метрике рядами 

2 а> №„к (х) (см. [8]).
м

§ 2. Доказательства основных лемм

Сначала приведем определение системы Уолша-Пэли | Й^Л (х)|Л+1 
(СМ. [9])

ИРо (х) = 1; (х) = ]՜] гт, (х), Л= 2 2т*:  т3 > т,+г, (2)
»-1 »—։

где {гк (х)} — система Радемахера

г0 (х) = 1; х£[0, 1/2]
-1; хе(1/2, 1]

ных

г0 (х +1) = г0 (х); г*  (х) = г0 (2‘х) к = 1,. 2,-•
Введем некоторые обозначения. Разобьем сегмент [0,1] на 2” рав- 
частей и обозначим эти отрезки через Д<[>, / 2՞«. Положим

1

^(х,/) = 2 ак ЙМх), 
4-1

где а» (/)= /(х)-1Г*(х)  бх 13)
о

и
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Л, при х 6 ։'-С24. (6)

Учитывая соотношения (4)—(6) для 3 }> 0, / (х) = 0, х^ А^, получим

о (*  Г / — 1 т 1

♦ Ду = Д^՜ П • • ■ 0 А ,■ где = {д£ А, 17рА(х) = —1} и X , (х) — характерами- 

ческая функция мнохества Л,.

|5я(х,/)1<4 1/(х)1* х;*?  -8;֊ + 8 (7)
о ) [2*՝  2**

4?
(п-1, 2, --; к = 1,2,--, 1<1<2‘);/(х)££.

Лемма 1. Пусть даны: интервал А = [а, Р]=ДЮ, действи­
тельные числа I =/= 0, 8 > 0, натуральные числа 1>1, {рл}^_1։ рх^> 
2>2т, />4^>3 рк-1, к = 1, 2,- • •, V. Тогда существуют измеримое мно- 

т •
жество С и полином 2 а*  В^4 (х) по системе Уолша такие, что 

4=1

т.

1. 5} а  ^(х) = 2’-Г>Сд.(х), х€[0,1],*

2. >2 а (х) <*
'*=1

< ( 2' -111, при хб с п==1 2
[ 2-8~։ • |т|-|А|, при х՜^ [а— о, 0 + 8]

3. Д’с Ос [0,1]; |6'|>|Д|(1 — 2՜1 ), С = й при

если у > I, то множество С зависит только от чисел рх «С ■ • •
•••<Срг и не зависит от рг+1,- • р,.

Доказательство. Положим 
^(х) = 2’ -Г-Хд- (х), (8)

1
а*  = У# (х) (х) ^х> п։*=(1о£։р*],  к=1, ••■,՝>. (9)

о
Ясно, что начиная с некоторого номера то, а*  = 0, к^>т0, следова­
тельно

Ш»
5т,(х,^) = 2 а„ ^(х)^2’-тЛ’(х)- (Ю)

4-1 ’

Так как |Д'1 = 2“’-|Д|, из (8) будем иметь 

g(x') <1х =т.|Д| = г2-'я.

Отсюда и из (7) вытекает
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I у а^, (х) I < 2 |т||й1> х6[« ֊ 8. ? + 3]; ” = 1« 2>- • ••
। *=! I 8

։< 29
Пусть Д, = У и (^’Р֊1— интервалы, которые удовлетворяют 

»—1
условиям

д^>=д^>, 5= 1, 2,--> 2’» (п)

где
Л^=д+т-|-/. (12)

Положим
14

(7=д\2 Д^>. (13)
^»1

Ясно, что
д; с в с А, |С|>|Д|-[1-2’-2-’-'1 =2-т [1—2-']. (И)

Докажем, что на множестве С частичные суммы 5Я (х, #) удовлетво­
ряет условию 2. леммы. Для этого нам нужно оценить частичные 
суммы вида 52* (х, №п 8).

Из определения функции § (х) следует, что

если #(х)^0 на Д^ , то #(/)Л= 8 (О где Дт]-1 э Д«^.

Ьт\ (15)

Отсюда и из (8) вытекает, что при т3-\ < к<^т3 выполнено одно из 
следующих условий:

У г(/)л=2-։-т (16)

4°
или

У я (0 л =о, 

4°
следовательно, ввиду того, что

1ГЛ(х+7--2֊*)  = 1₽я (х),

при х^Д^'. / = 1, 2,••• (17)
или

имеем

или 

Г» (х+у.2֊*) = - 1Р„ (х),

я(0 1Ря(0л=0,

(18)
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и если удовлетворяется второе равенство֊при % (х)^= 0 на Д^, то ДАЯ 
всех к' •< к и ։<С2*'

£ (0 УРЛ (/) Л = 0. (19)

Пусть /, и кй — наименьшие из тех чисел г, к, а\я которых

У №п (0 Л >0.

Из условий (6), (8), (17) и из выбора /0 и к0 имеем

I 1Г„ (х) а (х) <1х 

4«

если 8 (х)^=0 на Д^՝,

в) 52*՛  (х, 1РЛ 8) = 52*,  (х, 1Г„ 8), х£ Д^։, £։> кг > £0,

(т, кя кг т3-1)
с) У24,(х, ТГл 8) = 0, при х£[0, 1], для к < к0

Учитывая соотношения (5), (18), в) с), при п = 2* ’ + • —И 2,р получим

|5Л (х, #)| = 2 З.у (х, 1РЛ 8> 

/-1

< 2 №„ 8)\+\52кАх, №п 8)—

—У2*.-1  (х, 1ГЛ £)1+

+ 3 |5,/+։ (X, 1ГЛ я)-5,у (х, 1ГЛ я)1+ 2 1^-.(X, 1ГлЯ)| =
л/6'!'п4-1^_1 4-1

= 0 + 0 + I?*,(х,  ГЛ£)Н- 3 |8,.(Х, 1^Я)|+ 2 |8, (X, 1Глг)|<

<2 2>-Чт|+ 3 1^(х, 1ГЛ я)|. (20)
7=1

Ввиду того, что при к՝^ Ы интервалы Д^> либо лежат на С ли­
бо на Д\С (см. (12), (13)), то из условий (4), (6), (8) будем иметь

84 (х„ 1ГЛ 8) = 0 для х £ С, 

следовательно, учитывая (20), получим

|5Л(х, я),'<2' |1|, при х^в, л = 1, 2,---.

Лемма доказана.
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Лемма 2. Пусть даны: интервал Д=[а> Р] = числа 7 =/=0, 
*0, е>0, о>О, />2. Тогда существуют множества в и Е и поли­
ном по системе (1) вида

X с* ^л*

которые удовлетворяют условиям

1)

2)

3)

4)

» [ 7, при х£Е
У с*  1₽л* (х) = n г | 0, вне [s, р],

, (2'+4ïl, x£G
3c*ir, fc(x) 2h]М, xç[a—г, р + гр /co<s<Qo, 

k֊kt [ g

Gc£c[«, ₽], |G|>|â| (1-2֊'), |£|>(l-e) |Д|.

Доказательство. Возьмем натуральное число >0 настолько 
большим, чтобы

2_’։<^т։п {е, 2՜'}. (21)

Коэффициенты Фурье—Уолша функции 7֊7-д(х) обозначим через 
а*.  Очевидно, что существует натуральное число тп0 такое, что а*=0  
при к > т0, следовательно

п

5, (х, 7'Х4 (х)) =2 aie Wk (д)=7-Хд (х), п > т0. (22)
к-1

Легко видеть, что (см. (4)—(6))

Ул (х, 7֊'Хд (х)) < 4 17] для всех п, и л*  £[0,1]. (23)
Из определения системы Уолша и из того, что Иш (Л2?* —Л2д_|) = 4֊оо 

к-***  •
следует существование натуральных чисел т1։ ки для которых имеют 
место соотношения

(х)-№к (х) = 1^т,+к <х), Пк,<^П:к!-1 <С л’1 +Л<Мл,, к^.т0. (24)

Определим действительные числа ։ следующим образом;

А/=[а‘, если + Л = 1,.-., т0
(О, при у е [/Пр тг-1-то].

Из (22), (23) имеем
". л։*1

1Рт,(х) • 2 а»1Гь(х)= 2 1Г, (х)=7-Хд+(х)—7/д-(х), (26)
*-։ /-Лм։-1 2 1
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2 bi wj (х)I < 4 ItI, Mt,_։ < s < Nik, (77)
/**»,-։  1

где
Д֊-=(хбД, Wmi (х) = 4-1); Д։֊ = {х; 1Г,п,(х)=-1].

Предположим, что определены числа тп/С-• <^7П,; v ’'о, полиномы
^24/

2 Ь) Wj (х), 2 = 1,..., V
i-N2kt - ։

и множества GJt А+, A՜, j •< v, для которых справедливы

л24/
2 bj ^(х) = 2'-'.Г'ХД(

•v24z ->
(28)

2 bj-w^x) 
i-Njkt -*

2'-՛-111, x^G,
^^-,x6[a-3,₽4֊S]) N2kl-x<s<N2kl, (29) 

0

С։ = [0,1], при I < I, С1 = С;, при >-1, 
где

А) = ДрП П А- |Д;| = 2-‘|Д|.

Согласно лемме 1 определяются измеримое множество С, 
*1
V а<р №к (х) такие, что 
4—1

(30)

(31) 

и полином

3 a£> Wk(x)=2'-'-i- 7.^ (х), х6[0,1], (32)
4-1

2<’>.>4(Х)
4-1

(2'-|т1> x^G.
2 111 PI

3
хё [’— ՛■>, ? 4-3], (33)1 < s < S„

С, = а, при У>1, |(7,|>|А|(1-2-'). (34)

Существуют натуральные числа тч^>3т,_1, £,>£,_։ и действительные 
числа такие> что

Л'“’ < _
1^, (л)- у аН |Г4 (х) 3 1Г7 (х); *,= “‘1/ “ \

4-1 У-Л’24,-։ 1° /е [ль, 771,4-5,].

Отсюда и из условий (32), (33) вытекает

2 6у1Г/(х) = 2’-’.-г.1Гт,(х).Хд' (х), (35)
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, при . ...
2 А;1Г, (х) < 2М1Д1. х?Га-8, ₽ + 8] ’

/-/*»,֊։  3 ’
(36)

Положим
д,֊=(хбд, «^,=-1), д+ = {хбд, 1Ги,(х) = + 1ь д;=а;_։пд,-

(37)

Из условия тп.1 ^>3л1,—1 вытекает, что на интервалах постоянства 
функции (х) множества Д*,  Д,՜ имеют одинаковые порции, сле­
довательно

д; = 2-’ |Д|. (38)

Таким образом, будут определены полиномы

Л’2*,
3 671^(х), 7=1, 2,-.-, 70,

У—л'2*,->

числа тг,-••, т,„ т, > Зт-,-1, множества и {\}Хр такие, что
для каждого у, 1֊<^уСу0 удовлетворяются условия (34)—(38).

Очевидно, что для каждого V имеет место равенство

г'4 (х)= 3 2'֊։ г (х) (*)+  2’ т'4- М- (39)
1-1

Покажем, что множества Е — С = С[ и полином 

д ,։ ^24,

2 С*  1ГЯА (х) = 2 2 6/ (х) (*=№4)  (40)
л-*.  ։у-^ ֊1

удовлетворяют условиям леммы 2.
В самом деле, из условий (21), (32), (39) и (40) получим

Б«г.,(х)-Р’"ри^£ .
• *Х ։ I 0> вне Д.

Из (35), (39) и (40) следует

2 с*  1Г„к (х) = 7- Х4 (х) — 2’« 7 - Х4Ч։ (х).
*-։

Отсюда, поскольку |Д'։| = 2՜’« |Д| (см. (38)) вытекает

т. е. условия 1) и 2) леммы 2 выполнены.
Теперь проверим выполнение условия 3) леммы 2. Пусть 1< з < 

<90, тогда для некоторых ч', з', 1< / < у0, Л'2*,,_։ имеем
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ж» ЛЧ ,<

% с*  17вк (х)= 2 Ь} 17, (х)+ 2 Ь, V, (х).
»=*.  ’—։ /“ЛГм,—։ •/—л/^,—։

(41)

Учитывая условия (35), (36), (39) и (41) при х^С, получим

I 2 с*1Г Яа(х)|=1т-Х4(х)-2’'-։7--Хд.„_։(х)+ 2 6, 17, (х)

< 1т| + 2’’-1|11-Х4'.’֊1 (х) + 2' 1т1-

Отсюда, ввиду того, что Д'сД\С, если при х£С будем
иметь

2 с*  ^А(х)1<2'+։-м.

Из (35), (36), (41) вытекает

2 С*  ^Пк (х) <2«-։ 111- |Д|.

В силу (21), (34), (38) имеем

|С|>|Д|(1—2֊'), |£|>1д1(1—е) (так как С=С/> £==д\д^)-
Лемма 2 доказана.
Лемма 3. Пусть даны: ступенчатая функция / (х) =

р /’ I= 2 Т*-'Хл*(х)  Иле д* имеют вид и
*=! \ 0

числа

е^>0. Тогда существуют множества С, Е и полином по системе 
9

(1) вида 2 а (х), которые удовлетворяют условиям 
I -*»

1. 2 С*  1Гя4(х)=/(х), при Х^Е,
И-к,

<^Х,

(хбС;

е.4.

4-496

Ю1>1- |/(х)| </х, |£|>1-
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Доказательство. Пусть
-|Д „

Д*  = [6։; bk+1], 2» = 'х, 1с=1,---,р, (42)

о

Положим

1=2— loga |/(х)|«/х.

р
F — [0,1] \ 2 [6*  — о»; bi, + 3*+i]-  

4-2

(43)

(44)

Последовательным применением леммы 2 момно определить множе­
ства С7*а  А*  и полиномы

■П/
2 ai W„( (х), 1</</>, s։=40,

sj-1= 1 + rnj,
которые удовлетворяют условиям

уч цу . \_  [ 7*»  при X ~ Ек2 а, 1ГЛ/ (х) = , 4 = 1,.., р,
... [ 0, вне А*1 5 к

р «4
2 а/1ГЛ/ (х)| «/х< 2 |т*|  |Ад[, 

о '”•*

уч ты ( \ ^[2'"|7*1>  ПРИ
хЦЬк-К б*4-։Ч-з.],

(з*<  5 < т*)

1<?*|  > |Д,| (1-2֊'), > (1 - е) |А*|.
Положим

Ч Р т)
2 Ск WՈ|| (х)=2 2 а/ (х), д = тр, 

/—1 l"•Sյ^

(45)

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

С'= 2 вк; Е= 2 Е., ГП С= С. • (51)
*-1 *-1

Легко видеть, что полином (50) удовлетворяет условиям 1. и 2. 
леммы 3 (см. (46), (47) (51)). Из (44), (42), (49) и (51) следует

|G| > 1
j/rj|/(x)|rfx, |f|>.l֊s.

(52)

Теперь проверим выполнение условия 3 леммы 3. Если 
то для некоторого /0, 1<^/0՝*̂Р  имеем
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2 С*  М'п, (х) = 2 2 а/ 1^Я/(х) + 2 а/ИГЛ/(х). (53)

*дл = [о. +гл1-

*•=*.  /-։ 1-1/ 1-1/,

Ввиду того, что Сс.Е из условий (48), (46), (51), (53) при х£С 
получим

2 с* 1ГЯ, (х)

< 2։|'г;Ч(х)+2,-|17.1-ч.(х>+287.։-1тл1-։д/.1- м»)*«  <54>
/-։ 4Л

Учитывая соотношения (42), (43), (54), будем иметь

2 с„ (х) •1/(х)1 + ах, х^с.

Лемма доказана.

§ 3. Доказательство теоремы

Рассмотрим множество [7, Д], зависящее от друх параметров, где 
7 — пробегает множество всех рациональных чисел, а Д — пробегает 
множество всех интервалов типа Д*  \ Перенумеровав множество всех 
ступенчатых функций

/(х) = 2 где (7у, Ау)6 [I. ДЬ
?-։ .

мы можем представить его в виде последовательности

А(х), /,(«)»• ••, /т(х), --. (55)
Пусть е0 — произвольное число и 1(х)}”_,— подсистема 

Уолша вида (1).
Нетрудно видеть, что путем последовательного применения лем­

мы 3 можно определить последовательности множеств (£՝л)4'^։
и полиномов

тД + 1

2 сдЯ\(х), з = 1, 2, --,
*=

которые обладают следующими свойствами

2՛ с*1ГЯд(х)=Л(х), при х££։, 5 = 1, 2,--, (56)

։- «*+ ։
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_։/2 , г -|1Л
2 Ct wa„(x) <ч[ Г|Л(х)|</х1 •l/,(x)|4- | J |/>(x)|rfx (58)

♦— m, +1 l J □

(при x £ Ct, m,<. m-^ w։/+1)

1<7,1>1-[]' 1Л(х)|</х|’/՜, |^|>1-6-2 ’• (7֊'с£^ (59)

О

Положим
Е= П Е>- (6°)

х-1

Очевидно, что 
|£]>1 — з. (61)

Покажем, что множество Е удовлетворяет требованиям теоремы. 
В самом деле, пусть /(х)£Л [0,1]. Легко видеть, что можно выбрать 
подпоследовательность {У*,  (х)}'=1 из последовательности (55) такую,
что 

п п.«.
Ilm V Д(х)=/(х), (62)

j—1

1
JlA,(x)|</x<2-4', (63)

о

Отсюда и из условий (56), (57) вытекает, что функция
т1с -J-1 м

ЕМ = 2 I 2 с, (х) | = 2 6, Wni (х) (64)

суммируема и равна / (х) на Е после изменения на множестве нуле­
вой меры. Покажем, что ряд Фурье функции Л"(х) по системе (1) 
сходится к ней почти всюду. Обозначая через

2, = {х<[0,1], I/*, (х)|<2-3'}, 5=2, 3, - •» (65)
будем иметь (см. 63)) 

следовательно-
|2,| > 1-2-, . (66)

1 юложим

2 = 2П[а'пС>Л- (67)
Д-15=Л

Отсюда и из того, что П 2.|>1—2-’ (см. (59), (63), (66)) выте­
кает, что |2| = 1.

Пусть х£2, тогда существует натуральное число $0 такое, что 
х£ 2,П б*,  при 5>5в.
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Учитывая соотношения (58), (63), (66), будем иметь

т
2 
т*,+։

a Wni (х)
I

<*|  J I/*,  (х)| rfxj •1/* 1(х)| 4՜ 

о

+
I

Ր I1/2
l/Հ (х)| </х | <4 (2-* ’)-1/յ .2֊»»+2-’»<2-*+ ’ - 0.

(I

Отсюда и из условия (64) следует, что 
т

Пт У а №т1 (х) = Г (х) п. в.

Очевидно, что ряд (64) есть ряд Фурье функции Л (х) по систе­
ме {1Г/ ,(х)}Г-։.

Теорема доказана.
Замечание. Можно установить существование функции /0 (х)£ 

£ £ [0,1], ряд Фурье которой по системе (1) расходится почти всюду.
Отметим, что существование функции (х) £ Ь, ряд Фурье ко­

торой по системе Уолша {й^я(х)}“-1 расходится почти всюду, дока­
зал Е. М. Стейн [11].

Ереванский государственный
университет Поступила 13.IV.1982

ՍՀ ժ. ԳՐԻԴՈՐՑԱՆ Ինաեզրեփ ֆունկցիաների Ֆուրյե-Ո ւո|շի շարքերի զուգամիտության 
մասին Համփոփում)

Հոդվածում ապացուցվում է հետևյալ թեորեմը. \ {^յէ1յէ=1» (^2 ե ՜՜' _ 1) = 4՜ 00

հաջորդականության և £ դրական թվի համար 3 (Յէ [0, Ն\չափելփ բազմություն այնպիսին,

1) |Ճ,|>1֊Տ

2) ¥/()  [0. 1] 38 (X) ԷԼ, Տ (.X) ք (X), €  ճ« և տ (X) ^ւ.նկէիայյ,* *
էիուրյեի շարքը ըստ

! (*)}*_յ  = { (*)։  ա = ^շ *-1՚՛  ՚ ՛< %•՛ ՚ ')

համակարգի զուգամիտի իրեն համարյա ամենուրեք։

M. G. GRIGORIAN On a. e. convergence of Fourier—Walsh, series 
of integrable functions (summary)

Let s > 0 and 1 ° subsequence of natural numbers such that

jlim (Nik— ^2*_i)  = + <».

It is proved that there exists a measurable set £։CZ [0, 1] with the property: for every 
f (x) £L there is g (x) QL [0, 1] such that g (x) = /(x), x^El and the Fourier series of 
g (x) with respect to Walsh system {IFn^ (x))^j = ( Wm (x); m = •••
converges to g (x) a. e.
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