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ПРЕОБРАЗОВАНИЙ М. М. ДЖРБАШЯНА

1- Первоначально в работе [1], а затем в монографии [2] 
М. М. Джрбашяном была построена теория гармонического анализа в 
<собст®енно комплексной плоскости, а именно, на конечной системе 
лучей, исходящих из точки г = 0. Основой для этого послужили за­
мечательные асимтотические свойства целой функции типа Миттаг- 
Леффлера

£Р(г; ц)=₽ — - *—ггу (Р>О, Р6С).

Эта теория послужила основой для установления общих теорем 
типа теорем Вкяера-Пэли —о параметрическом представлении широ­
ких классов как целых функций произвольного порядка и нормально­
го типа, так и для классов функций, аналитических в угловых обла­
стях (см., напр., (2]).

Поскольку в данной работе существенно опираемся на один 
•из #)гих результатов, приведем здеее его формулировку.

Я^-ть -у <Я<-|- ОО,

£ (»; 0)=|«; |аг£г|<-^. О .< 
2-։

— угловая область на конечной комплексной плоскости С. Обозначим 
через границу угловой области Д(а; 0), а через £2.—«,(£»)(—1 
< ш 1) — класс функций .^(^)» измеримых на 4? и удовлетворяю­
щих условию

Следующая теорема была установлена М. М. Джрбашяном и 
А. Е. Аветисяном [3] (см. также [2], стр. 431) и является существен­
ным обобщением теоремы Винера-Пэли о параметрическом представ.-- 
дении класса Нг в полуплоскости,

Теорема А. Пусть

- <Լ « \ + со, — 1 < ш < 1, р ------  ։
2 2 а—1 ■

1 _ 1,1 1 + “> + р•= — •+   и р =----- —■ •7 а р 2р
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Г. Класс //s[a; ш] функций F(z), голоморфных в угловой обла­
сти А (а; 0) удовлетворяющих условию

sup J I |F(re/?)|’ г"'dr I <+°о> 
lvl<rJ </ J

■овпадает с множеством функций, допускающих предь+пЬвление 
и да

f(z) = 7L [£f (-*; 0), eiy
2«z j

£т
де И(£)— произвольная функция из класса L<i, _„,(Л7).

2՞. Если F(z)£H2\z՛, w], то справедлива формула

Lt(z; F)S-L fEt (z5; |i) V(5; F) dt = F(z); (2)
2 кг J

£T
z £ △ (a; 0),

де И(c; F} также принадлежит классу Z^, —и почти всюду 
на (0; + °°) определяется формулами

-tl— 'т(2 ~ И) л +Р _ 1

И(е 1 Е) = г1*(|t՜” -------------------  — е-------- 1 х
р d֊ J +itО 

т/ —
Xf(e ’7*) Г4 Л. (3)

3°. Формула

l^(re\ /■) =
-»•-я1 dL___— г<*
2 крг dr

£р (re'T с; |*-j- 1) И(5; /•) rf; = F(re^)

(4)

справедлива для всех г при |ф|<^— и почти для всех г при 
2

тс<р = ± — •
2а

Замечание. Отметим, что когда р> » в представлении

(1) функция И(;) ££о. _л„(£т) не определяется единственным образом, 
она определяется иэ условия

А_ГИ!)е/с==2_Г£(к_<)(л; (5)
2к/3 ; — г 2кг‘3 с — л

0) 0А<т;О)
■гбДСвО)

(см. теоремы 7.6 и 7.9 монографии [2], стр. 419, 446). Ниже приво­
дим одну лемму и теорему, которые нами будут использованы в 
дальнейшем.
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Лемма А. (см. [4], лемму 1). Пусть /(; Z.;, —... (Г (*)), ։де Г (') - 
луч, исходящий из начала координат: Г (v) — \reh", 0г + °°i« 
причем Г (v) пробегается в направлении возрастания г. Тогда 
функция

P(z)=±,\!^ </;;^С\Г(,),
2^/ J « — z 

гс»)
аналитична в области С\ Г (v) и удовлетворяет неравенству

+ -
( С Р*2sup <1 |/(re'?),։ r՜" rfrl < ft.. 1/1», »<?֊.•> + 2s | J 

о
где Вг. ,о^(0; Ч- со) не зависит от /. Более того, функция /' почти 
всюду на Г (v) имеет угловые граничные значения Б{~ 1 (:) и В11)(։), 

(v), соответственно слева и справа от луча Г (v), причем 
H^(reh) r֊^^Lt (0, + со) и

f (;)=Л<֊) (1)-Л+> (;) п.в. на Г (>). (6)

Пусть А (я; v)—угловая область на плоскости С, определяемая таким 
образом:

arg z v, при а = + ос.

//г.«, [Д («; *)] — класс голоморфных в Д (а; V) <^а < + ос функ­

ций Б, для которых
4֊ -е

Ик , (Д (а; ,)! = 5иР { ( И (ге,’)1։г'"с/г1 2< + оо. (7)

Справедлива следующая теорема (см. [11], теорему 7.5).
Теорема В. Если Б (г) Н1. [А (я; со)], то
Iе. Почти всюду на (я; ч) функция Т имеет некасательные 

значения Б (;), причем

Икс. .1 д («; ») 1= |В (;)|։ ]5|”| сГ;| Р* < + ос

дД («; ») I
и справедливы равенства

lim I jF (re1*) — Б(re 
’-։±й '1

)|» r" dr = Q.

2°. Имеет место интегральная формула

J_ Г I при г€л(а; v);
J ;—Z ( 0, при г(;С\Д(а; v),

дД(։; ,)
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гле дЬ. (я; у) пробегается в положительном относительно А (я; ֊<) 
направлении.

2. М. М. Джрбашяном были также введены весьма общие классы 
функций, определенных на конечной системе лучей и угловых обла­
стей, имеющих общую вершину—начало координат (см. [1], а также 
[2], гл. VII). Им же были даны параметрические представления этих 
классов. В данной работе мы дадим другие параметрические пред­
ставления таких классов. В частности, нами будет получена также 
одна теорема единственности, которая иным способом была установ­
лена А. Е. Аветисяном [5]. Чтобы определить эти классы функций, 
введем обозначения.

Предположим, что совокупности чисел

{**)•'՛; о< \ < *8 < ■ • • < < 2к,

-у<а*< + оо (к ~ 1,- • Л) (А>1), (8)

таковы, что всевозможные пересечения А (։*,•'**,) П А (а*,; ^*,) (.к^к^) 
замкнутых множеств {Л (я*; содержат лишь единственную точ­
ку—начало координат.

Легко заметить, что это условие эквивалентно следующей це­
почке неравенств:

а+2-**>4Г-- + — (*=!»•••. ^), (9)
2 \а* “*।1 /

гДе \у+։ = Л± и =
В принятых условиях на плоскости С рассмотрим, далее, точеч­

ное множество
л֊ '

М к>- • •> • ■> “л՛! 1*5 а| = и А (я*; л),А—1

компонентами которого служат лучи, исходящие из начала координат 
(если среди чисел а* имеются равные + ос), и угловые области с вер­
шиной в той же точке г = 0 (если среди чисел имеются отличные от

Условимся через А (я4; V;) обозначать множества точек угла 

А (։*; у*) или пустое множество, если соответственно ИАИ 

»4 = + эт-
Если хотя бы одно из чисел {а* отлично от 4֊ со, то откры­

тое множество
к —

М (у; а] ~ С А (а*; у*) Ъ-1

содержит совокупность всех внутренних точек множества М [у; я}. 
Обозначим через
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, при — <«* < 4՜ °°>

{?;? = ■*<■}, при я* = 4- оо (к = 1,
л' .Е* {v; а} =U е*.л®։

•, N),

Условимся говорить, что функция Р(г) принадлежит классу 
Нг'' ՛ л՝[ а։,- • •, а.у; ш] = Н\‘^ (я; ш] ( — 1 <^ш 1), если она определе­
на на множестве М[у; а| и удовлетворяет условию

А) при ч> £Е” |у, я|

/л (?) = у|/г(ге/’')|։г" (1г -С -<4л< + со» 

ь
где Ар не зависит от ?. В том случае, когда множество М (у; ®! не 
пусто, функция К(г) должна удовлетворять также дополнительному 
условию

в каж-Б) F(z) голоморфна на каждой компоненте М (у; а}, т. е.
дой угловой области Д (а*; у*) такой, что

Обозначим через 

1 / (Ю)

1л •п
4-2г, л = 1,.-., N,

1 .
2

и
к / 1
2

« / 1
4

1
®ч вл + 1

1

где
= У1 + 2- И V+i = ’v 
является биссектрисой угловой

\v+i
Легко заметить, что области
Лл = С\Ая, где

Дл = | z; *л + — <arg z<yn+j — ’ (п =1»,։֊> ^0»
I Д ал 2яяИ)

irа------ раствором этого угла.
Рл

Теперь уже мы можем сформулировать и доказать следующую 
теорему о параметрическом представлении класса ш].

Теорема 1. Пусть — параметры (у*}1՝ и (я*]։л оп­
ределены по (8) и удовлетворяют условию (9),

, Р* 1 _  1 , 1 , _1+Ш + Р*/|,_1 ДАР* о о 1 ’ » — й "4՜ ’ Р’л — п. (** 1»’ ՛'> ■'’)>2?* —1 1к Р* р* 2Р*
где Р* и о* определены по (10). Имеют место следующие утверж­
дения-.

1°. Класс Нг} [я; ш] совпадает с множеством функций, допу­
скающих представление вида
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/(») = 2 —|Х(*5; М (11)
к-г 2 "и

^(1к- ֊ «*)
г^М{г, а},

где к* (;) — произвольные функции из класса 1^1, _а(дЬ(^к‘, —3*)), 
(£ = 1,..., ,У).

2“. Если Е(г)£НР\у, ш], то справедлива формула
Л' 1՜ Р*'А1г ,1 >•Г(ге'*) = 2 4777^* <12>

дл(-ц: -4*)

где И*(«; Е) — функции из класса 1л, _ Ш(<?А (74; —3$)) и почти всю­
ду на (0; + со) определяются формулами

\ -2 р* /

(13)

Х^(е^ ‘>Р*\1Л*)Л (£ = !,•••, ЛО.

При этом формула (12) справедлива для всех г£ (0, 4" °°)> если 
*т тс

ф—М^То՜ и почти для всех г£ (0, 4֊ со), если <р — 3* ± —— 
2 р* 2 р*-

(А = 1,---, /V).

Если М |м; а) не пусто, то справедлива такж'г формула 
ы ! р

М* р*)^(5; (14)
*_]2 ,֊г~ 

бд Ст*։ -**)

, Л/(*; а).
Доказательство 2°. Пусть Р (г) £ Н[ч) [а; ш]. Если а*= 4՜ О'3» 

то по определению класса /4’’[а; <»]Г(ге'’*)^2,_в(Г(^)). А если 
а* < 4՜ °°։ то существуют некасательные граничные значения 
Е^к+ - в (^ = 1|,,֊1 ЛО (см. теорему В).

Воспользуемся теперь некоторыми рассуждениями из работы [6].
Рассмотрим следующие множества индексов 

/№ (п, если а„ < 4- то) 
и

JN = {n, если ая = -|-оо).

Ясно, что при этом УнУ/н — {п|Г и J^П֊/^= 0. Кроме того, 
307 -5
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[ и Г(ЧЯ)) и ( и Л(ая; М) = М\% а). 
"е7Г

Если к £ Уд՛« то обозначим

Ф1±’(г) = X ( ; л-,
2 "г 3 с — г 
г(՛** У

■г£С\Г (чк ± ~’ 
\ 2 «л/

а если к £ то полохим

чг*(2) = ֊^ С СШ-,/?, 2ес\г(^). 
2*1 J ; — г

Г(ч?

(15}

(16)

Пусть Ч^-5 и Ч^+) — некасательные граничные значения 1Р* (г) на 
Г (**) соответственно слева и справа от этого луча. Если взять

<рН)(г)= |Фл(г); хСС\Г(**) 
I Ф(*+) (2); геГ(ъ),

?*"’ (*)={ Ф*(г); ^С\Г (V*) 
’IV (г); ^еГ(у»),

то по лемме А имеет место следующее равенство:

2 [<?№)֊ ^+)(г)]=^(Д *еу Г(М.

Имея ввиду это и теорему В мохем написать, что

2 [[Ф^ (*)֊ ф^ > (*)] + 2 . [<?!-> (г)-<р<+) (я)] =Г(г) (17)
*&0У

а}'
Полохим

С(+)(2)=1 ф1±)С=)>если 
( «4*? (г), если к^

Легко заметить, что Рк (г) £ Н2, _ю [Д Р*; 6*)]. Тогда из (17) заклю­
чаем, что имеет место равенство

/"(^=2 ^(г), г^М{»;а}, (18)

где Рк (г) 6 М, и [Д (₽*; Вл)] (к = 1,-• -, Л)-

Рассмотрим функции Рк (х) = Рк (хе/6* ). Легко проверить, что 

Рк (г) £ [р*; <о]. По формуле (4) теоремы А имеет место представ­
ление
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Л* (ге/т)= —--------— г’**1* \ Е?к (ге'? ;; р* + 1) И* (;; Г) <1\ (19)
2«р*г аг ՛

£т*

2р*
где У к (?; £)—функции из класса £2, _ш (£тл)(& = !,•••» ТУ). В этой 
формуле заменим ге/? через ге/? е-( * — ге‘ Тогда получим

r’-W* d Г
Fk (ге"') = -------- -г- r^k Etk (е՜“* е* rv, и* + 1) У к (?; F}d\. (20)

2՜?* i dr J
Ltk

Если заменить тут е-/"4 ;~c, то получим

rx-tk‘k* d Г
Fk (re‘?)=------------ — r^k Etk (re" 5; p* + 1) Ук (;; /) &,2тлк i dr J

1 »k ,T*: -«*>

k = i,---, n)> 
\ 2 pt /

где уже Ук (с; F) £ 4>. _ш (дД (т*; —8*)).
Имея в виду (20) и (18) окончательно получится представление 

(12). В силу (19) и формулы (3) теоремы А, получим обращение (13). 
Утверждение 2° доказано. Остальные утверждения теоремы доказы­
ваются аналогично. Теорема доказана.

Следует отметить, что при pt^> —------- (к — 1.---, N) пред-
2р* — 1

ставление вида (11) не определяется единственным образом по функ­
ции F(z). Это видно из доказательства теоремы и из замечания, при-

8 
веденного после теоремы Л. Если для. данного индекса к р*> ——— , 

2Р*֊1
то в представлении (19) функция Fk (г) в области Д (^й; о„) не пред­
ставляется единственным способом. Значит для единственности пред­
ставления (11) необходимо нарушение этого условия для всех к. А 
еще точнее, числа {y.t}jv и {а»);՝' должны быть таковы, чтобы для лю­
бого п кроме условий (9) имели место и следующие условия:

а) все числа конечны;

б) V/i+i — v„----------тг(~~--------—՝) = const (n = l,---, N). (21)

Постоянную в (21) обозначим — •
Р

Имея в виду вышесказанное, можно условие (21) принять как 
необходимое и достаточное условие единственности представления 
(11). Именно справедлива следующая

Теорема 2. Пусть параметры {ъ)Г и [а*)։՝ определены по 
(8)» удовлетворяют условиям (9), (22), (3*)Г и (?*}Г определены по 
(Ю),
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|1= 1±.р + <1, А = А +А; Л = И; 
2р 7* р Р*

и пусть Г (г) — произвольная функция из М’։[а» “]• При ртих Ус՜ 
ловиях Г(г) единственным образом можно представить в виде

р ы=2 Л и) и; (?) я, (22)
"1 2 «о 

г(-‘*+й)

а},

где И^(։) —функции из £2, —8*4-^-^ (1с = 1,-• •, ТУ).

Имеет место и формула обращения

14 (е к ' ֊) = ' р ('л ~։) е 2 ' Т* Л <1 Г е'Л֊1 . ,
। X.р с!г И

. и
/( «*+=-) ,"'т(2 тТ՜*՜4*)

X Г(е Т* ) ?*-’ Л — ֊’(։1՜” - ---------------------  у
Р

X - - ------ -— г (е (23)
аг 3 — Но

Доказательство. Пусть Г(г) ^Н-г'^а; ։о]. Прежде чем убе­
диться в единственности представления (22), докажем единственность 
представления 118)

4-1

где А(г)е//։[Л(Р*; 8*)] (к ■■=!,■■■, И).
Пусть

(г) 4՜ 7ч (г) 4՜ • • ‘4- Рд’ (г) = 0 п.в. на М {у; х).
Отсюда, в частности, можем написать

л'
Л (*) = ֊£ / л (г). (24)

п-2

Так как /4 (г) (гН?,. [Д (^х, 6։)], то в силу теоремы В имеем

А_ 1՞ ^А)<Г; = 0, г ед* (?։; г։), (25)
2~г 3 с— г

ал* (₽„• ։,)

где △* (₽г; 81) = С\Д(₽1; 8,).
лг

С другой стороны, Д* (Ри 8։)с П △ (₽*; о*) и Л £ Нг и [Д (ръ- ?*)]. 
*-2

Значит сужение каждой функции Е/,(к =2,- ■ И) на область Д* (Рх; 8Х)
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принадлежит классу Нг. ™,[Д* (р^; 8Л. Следовательно /гУ+---+/х^ 
£ Нг.... [Д* (?։; $1)] и по теореме В

1 Г -(Г։(;)+••• +Гл-(5)1 ,►ад) —-------
оа’ (&:*,)

֊2 ^(а); 81).
л-г

Из этого на основании (24) и (25) получаем, что ^ (;)= 0 почти всю­
ду на <?Д (р։; 8։) к ^Д* (р։; 8Х). В области Д (Зх; 8Х) Ех представима ин­
тегралом Коши по своим значениям на границе дХ (рх; ох), Значит 
Е՝ (г) = 0 при =. £ Д (Р։; 8։). Из этого тождества, включения М [*; а] с 
сД(Рх; 8։), окончательно получаем, что /?1(г)-0 на М )■*; я|. Анало­
гично можно доказать, что Еп(г) = 0 (п~2,-'։, Н) почти всюду на 
М (м; ։|. Отсюда следует единственность представления (18). Так как 
Е(г)(; Нг1 [г; ш], то в силу теоремы 1 имеет место представление 
{11), где И*(;)^£.2,_п,(с»Д(т*; —о*)). Поскольку

ал ь,—м = г (-г* -)■ иг (- 8* ֊ .
X 2 7*/ X 27*/ 

то обозначая
и» и* (5)1

И1.֊’ (?) = И* (5)1

получим сужение И* соответственно на Г (—о» + —---- ) и на
\ 2 7*/

Г ( — 8*-----— ) . Леркр заметить, что при условии (22) область
X 2 7*/

Д (7*; — 6*) обращается в плоскость с разрезом, х границей которой 
служит дважды пробегаемый луч Г ( — 8* + —— ) = Г ( — 8* — —— .

X 27*/ X 27*/
Обозначим Р* (;)— Р*~>(5)— И*г)(5); 5£г/ — 8* + ՜—У 

X 27*/
Отсюда и из (11) получим представление (22).

Отметим, что наряду с (И) имеет место представление (14), где 
И, (5; Е) определяются по формуле (13). Аналогично (?) опреде­

ляем и (5; Л). По теореме 7.8 (см. [1], стр. 446)
Г Г д (7*; 8*). (26)

Л ? — г л. 1 — г
1т*: -։*) (т*»֊ —г*)

Л' / ц \
Покажем, что («)= (?5 Р) почти всюду на Г= II Г (—8й-|--— )■

х 21* /
В силу

(7*; — 8*)=- Г (— 8| + -—иг ( — 8* — ֊— »
X 27*/ X 27*/

а также (26) и определения (5) и У’к (5; Г), заключаем, что
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Отсюда по известным теоремам о граничных свойствах аналитических 
функций заключаем, что Р'1(£) = Р*(В; Г) почти всюду на

г(-8*+тг-)= М- 
\ 2-Тк/

Отсюда и из единственности суммы (18) вытекает, что представ­
ление (22) единственно.

Имея в виду обозначение И* и формулу (13) теоремы 1, полу­
чим обращение (23). Теорема доказана.

Отметим, что эта теорема другим способом была установлена в 
работе А. Е. Аветисяна [5].
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է. Կ. ԴԻԼԱՆՅԱՆ. Մ. 1Г. Ջրթաշյանի ինտերյրայ ձևափոխությունների տեսության մի կիրա­
ռության մասին (ամփոփում)

Աջխա տանթում դիտարկված են անկյունային տիրույթներից և ճաոադա յթնե րից րաղկա- 
ցած րազմոլթյոլնների վրա որոշված Մ, Մ. Ջրբաշյանի դասերի ինտեգրալ ներկայացման հար­
ցեր/ Ելնելով Մ. Մ. մէրրաշյանի կողմից զարգացված հարմոնիկ անալիզի տեսությունից, 
ստացվել են այդ դասերի նոր ինտեգրալ ներկայացումներ/ Ապացուցված է նաև միակության 
մի թեորեմ, որը նախկինում այլ եղանակով ստացվել Ւ Ա. Ե. Ավետիսյանի կողմից!

Е- K. DILANIAN. An application of the M- M. Djrbaehlan Integral 
traritformatlons theory (summary)

The paper considers integral representations of M. M. Djrbashlan classes of 
functions on systems of rays and angular domains. Basing upon M. M. Djrbashian's 
harmonic analysis, new integral representations of these classes are given. A unique­
ness theorem which was earlier established by A. E. Avetisian in a different way is 
proved.
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