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В настоящей работе мы приводим одно сравнительно простое 
доказательство аналога классической теоремы Лузина— Данжуа для 
кратных тригонометрических рядов. Для двойных рядов эта теорема 
другим методом доказана в работе [1].

Далее мы приводим несколько теорем о D-свойстье кратных 
функциональных последовательностей.

Сначала приведем следующее
Определение 1. Будем говорить, что система {4

£ [0, 1] обладает свойством D, если из абсолютной сходимости ряда 
ос
2 Сп fn (х) 
л-1

на множестве положительной меры следует неравенство

2 |сЛ|<=о 
л=1

(см. [5], стр. 330).
Аналогично определяется £)-свойство для кратных последова­

тельностей.
Теорема Лузина —Данжуа утверждает, что система {cos (пх +■ 

+ ал)|Л”=։» где а„—произвольные действительные числа, обладает 
свойством D.

Справедлива следующая
Теорема 1. Кратная тригонометрическая система обладает 

свойством D.
Для доказательства этой теоремы нам понадобятся две леммы. 

Чтобы сформулировать первую лемму, дадим следующее
Определение 2. Будем говорить, что измеримая функция 

Т (х), отображающая [0, 1] на измеримое множество Т ([о, 1]), при­
надлежит классу (В, ։) если за<^со такое, что для любого измеримого 
£<=Г([0, 1])

I* (Г՜1 £)<ац (£),

где Г՜1 Е — полный прообраз множества Е при отображении Т, а 
Р— мера Лебега.
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Лемма 1. Пусть Ъ (х) и ?։ (х) — измеримые функции, опре- 
дел : иные на [0, 1|, а iQnl^i— последовательности изме­
рим՝՝, х отображений отрезка [0, 1] на себя, причем

?։(х) “ ?։ (х) отличны от нуля почти вс:оду на [0, 1],
2) Тт^(В, а) и а) (т, n = 1, 2,-).
Тогда для любою множества Е с ([0, 1]), <>•£'= о^>0 имеет 

место неравенство

(* |?! ( тт х)| |?3 (а -t)i dx > с (г) > о,

где С (о) не зависит от т и п.
Доказате льство. Пусть s > 0, тогда

Fm = (x6[0, 1]: |?։(Гях)|<г)=Г-> (х Ç [0, 1]: |?1 (x)|<s).

Отсюда, используя условие 2) леммы 1, получим
(х£ [0, 1]: |»։ (х)|<г).

Точно так же
• (Gn) = u. (х£[0, 1]: |?2 (Q, x);<s)<a.(i (xÇ[0, 1]: l?2(x)|O).

Выберем и зафиксируем настолько малое значение г = s0 (о), чтобы 
выполнялись неравенства

V-Gn < ֊4՜ (m, n=l, 2,• • •)• 
4 4

Этого можно добиться, поскольку по условию 1)

|1 (х £ [0, 1]: |?/ (х)| < в) — о (/ = 1, 2) 
при е —* 0.

Обозначив дополнения множеств ЕП Ет и Е fl Gn в Е соответ­
ственно через L„, и Кп, будем иметь

|i (Lm П Кп) > о— (— 4- —= — (т, п = 1, 2,- ••).
\ 4 4 / 2

Отсюда получаем

J|?1 (Г-п(х)1 Ils (Qn *)l dx J 1?1 (rœ x)||?։ (Q„ x)| </x>

>■ Sq (o) • [1 (Z,,,, f) Лд) --= ֊^֊ • Eu (o) 0.

Лемма 1 доказана.
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Замечание 1. Классы (В, ։) не пусты. Действительно, любое 
измеримое, сохраняющее меру преобразование отрезка [0, 1] принад­
лежит классу (В, 1). Отображение ах + b (mod 1) входит в некото­
рый класс (В, а). Более нетривиальным примером является отображе­
ние у = f (х) (0<у<1), где /(х) —строго монотонная функция, при­
чем /' (х) > р всюду на [0, 1]. Это отображение принадлежит классу 
(В, —) (см. [б1, стр. 196 и [7], стр. 895). Ясно, что суперпозиция 
\ Р / 
отображений из классов (В, а) и (В, (3) принадлежит классу (В, а, (3). 
Для дальнейшего отметим также, что отображение пХ + ₽я, где п — 
целое, является сохраняющим меру измеримым преобразование։* от­
резка [0, 1].

Замечание 2. Очевидно, лемма 1 верна для любого конечного 
числа Ч)ункций ®/(х) и последовательностей T‘m(i — 1,- ■ ■, s).

Отметим, что для одного частного случая эта лемма по суще­
ству доказана нами в работе [4].

Чтобы сформулировать лемму 2, сделаем несколько обозначений: 
через х = (х։,хл) будем обозначать точку Л-мерного простран­
ства; п — (пц • • •, п.) — точка с целыми положительными координата­
ми; ДЛ (х) — общий член ^-кратного тригонометрического ряда (см. 
[3|, стр. 75). Очевидно

Ап (х) — ап (x(J))-cos пк х* + Ьп (xn,)-sin л* х*, (1)
где х(л=(х։,---, х*_>), к^2, а аП (х(1)) и 6я (х(,)) — общие
члены (к—1)-кратного тригонометрического ряда с ^-мерными число­
выми коэффициентами (например, первое слагаемое в выражении 
at (х(1)) имеет вид ая„ ..., я* sin хх- • • sin x*_i).

Лемма 2. Из сходимости ряда
Ъ\ап (х<»)1 (!</<*) 

л>0

на множестве G с [0, 2п]Х։-։Х [0, 2п] = [0, 2՜]*՜7, следует
неравенство

nk-j

п.О /=1

где а'п — числовые коэффициенты в выражении ап (х^’).
Доказательство. Доказательство будем проводить индук­

цией по размерности пространства.
Пусть к—2, тогда по условию леммы ряд

к-> ։ । ։ ,/( ал,л, cos nL Xi 4֊ ап,п, sin пг хг
Л|, Л,-1

абсолютно сходится на Gc[0, 2՜],

(2)



О D-свойстве последовательностей 225

Обозначим
рл։Я։=Га1;Я։ 4֊ а£„։ ,

<л, = ?Л1Л1‘5Ш 2Л1Ла> П"։Я։ = рл|ла'СО8 ал,л։-

Абсолютная сходимость ряда (2) на С означает, что
••
2 рл,л։-|яп (пйт^Кос, хг^с. (3)

л։. п,=։

По теореме Егорова можно найти множество РсС, ;1Р>0, на ко­
тором ряд (3) сходится равномерно.

Значит

Из этого неравенства и из леммы 1 (при <р։ (х) = sin х, ?t(*)K Т, 
Тп х = пх 4- а,։ (mod 1)) следует, что

Л|, Л>®=1

А это эквивалентно неравенству

"f ла-։

Пусть утверждение леммы справедливо -для к = s. Докажем его 
справедливость для к. — s 4֊ 1. Имеем
^Л1»**’»Лл.4.| (Xp""i ) bntf, лд_|,1 (Xj, ' ' •, Xj —у) * COS П,՝—j \ Xs—J±l 4՜

+ Сл„ .... Л< + 1 (xr- • •, xs-j) sin n.c-y+1 Xj-/+1 = Рл,....,л։+1 (xw • • •, Xs-j) X 

sin (n$—y+i Xy—7+1 4՜ ^Л|,..-,л^-j (xj,• • *, Xj—/).

Пусть, по условию леммы, ряд 
г* 
2 | ^л„...,Лу+| (Xj,։ • •, Xs— J+1 )|

n„—,

равномерно сходится на множестве PcGcRs~l+1 . 
По теореме Фубини множество 

гл
Q = j (Хр • • •, Xs-j) £ Rs-՛-. 7.р (хг,• • ■, Xs-j+i ) rfxf_/+i >0

о

имеет положительную меру в Rs~\ где Zp (х1։- • •, xs-j+i ) — характе­
ристическая функция множества Р.
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Пользуясь леммой 1, получаем, что в каждой точке множества Q 
сходится ряд

Пр
2 РЛ1. • • •, Л4+1 (х։, • • •, Xj—/).

Ль- «j + l-1

'Отсюда следует сходимость рядов

2 |Ьл1,---,Лг+1(ас1>՞ * '> х*—./)| и >| |сл|։ •••./> л + ։ (х„ • • • , Х4_у)'.
л„ л4+1—1 »„••>. л,+։-1

По .предположению индукции отсюда следует, что
. 2'-/ - is~J
2 2 ։*•«......... ,+։io и 2 2 |С;.....я,+։|<оо.

л։»՛ • •, rtj, 4- [=։ ^=1 /*։»•••» + Iе 1 I—I

Лемма 2 доказана.
Доказательство теоремы 1. Используя (1) и предыду­

щие рассуждения, заключаем, что из сходимости ряда

2 |дя(х)| 
я/0

на множестве положительной меры Ec:Rkt вытекает сходимость рядов
2 ,|аЛ (х(։))| И 2 |6„ (х<*>)| 
д>0 л>0

на некотором множестве положительной меры Ас/?*՜1.
Отсюда, по лемме “X, следует утверждение теоремы. 
Для функциональных последовательностей известна следующая
Теорема Привалова. Чтобы система {/Л (х))я1р х С [0, 1] 

■обладала свойством D необходимо и достаточно выполнение условия

lina I \fn (х)| dx > О
Л-* » . ' 

Е

для всех множеств Е с положительной мерой (см. [5], стр. 330).
Пусть ? (х) — измеримая, периодическая (с периодом 1) функ­

ция, определенная на [0, 1], удовлетворяет условию
1

I? (х)| dx> 0. (4)
о 

Тогда справедлива следующая
Теорема 2. Чтобы последовательность f® (А„х + 5Л))'=1 об­

ладала свойством 'D необходимо и достаточно, чтобы lim |ДЛ| = со
Л — ••

(см. [2], теорему 1). Отсюда, в частности, следует, что система 
? (пх) обладает свойством D.
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Теорема Привалова легко переносится на кратные функциональ­
ные последовательности. Для простоты сформулируем ее для после­
довательности [/„ (х)/т (?)}£„,_։» (х, у)€[0, 1]Х[0, 13-

Теорема. Чтобы система {/« (х)/т (у)обладала свой­
ством £> необходимо и достаточно выполнение условия

Кт С С |/Л (х)/,„ (у)| dxdy>0 
тих (я։. л)->» 3^3

для всех множеств Е положилельной плоской меры.
Интересно отметить, что для случая систем (? (пх) э (ту)]“' т_х 

условие (4) уже не является достаточным для того, чтобы эта систе­
ма обладала свойством 2), в чем легко убедиться построением при­
мера. В этом случае легко доказывается следующая

Теорема 3. Чтобы система {? (их) <р (ту))* ш_.։ обладала 
свойством О необходимо и достаточно, чтобы

? (х) =/= О почти всюду на [0, 1]. (5)
Необходимость условия (5) очевидна, а достаточность следует 

из леммы 1.
' Отметим еще одно следствие из леммы 1.

Следствие. При условиях леммы 1 система {<Р1 (Т т (А (х))Х 
Х?г(<2лА (х))!~„=1 обладает свойством 2), если /։ (х) и /2 (х) (0 < 
<СА» 4^1)—строго монотонные функции, с почти всюду отличными 
от нуля производными.
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Ռ. Ա. ԱՎԵՏԻՍ ՅԱՆ. Ֆունկցիոնալ նաչորդականսւթյունների ն-նատկությրոն մասին (ամփոփում)

Հողվածում բերված է բազմապատիկ եռանկյունաչափական շարքերի համար Լոպինի-Դան֊ 
ծոլայի թեորեմի նոր ապացոլյքւ Կրկնակի շարքերի համար այլ մեթոդով դա ապացուցված էր 
(1 J-ումւ

Այնուհետև բերված են մի քանի պարզադոլյն թեորեմներ բազմապատիկ ֆունկցիոնալ հա՛ 
շորդականությոլնների ^֊հատկության մասին։

R. A. AVETISIAN. On the D-property sequences of functions (summary)

The paper gives a new proof of Lousin—Denjoi theorem for multiple trigono­
metrical series. Some simple theorems on the D-property multiple functional sequen­
ces are also proved.
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