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ВНЕШНИМИ УГЛАМИ

Настоящая работа является развернутым изложением заметки 
■|1]. Пусть С — замкнутое множество точек комплексной плоскости 
г, содержащее не менее двух точек, дополнение С1 которого есть

односвязная область, содержащая точку со; и—множество внутренних 
точек множества в; г = ф (О = 7/ 4֊ 70 + Ч------, 7^>0, — функция
регулярная в области 1 |<|<^ со, однолистно отображающая эту об
ласть на С1; 7 = ? (г) —обратная функция для я=ф (#); Г = 1’1=дС— 
граница С; ГR — ф ((И = 7?)), линия уровня С1; =ф ([|?|>Я|)> 
7?>1, С# = р (Е1։ Ея)— расстояние между множествами Ег и Еа; 
Рй(*)=Р(М»  ПО։ >• = >•(«) =Р (М» Г); я0 = я0(я)£Г; \г — г0| = Х; р = 
= р (г, п) = р։+1_ (г0)! ^>0— произвольное фиксированное число;

К (г, 3)—круг {С: |' — -С $}; Հ А), о <ձ, — кольцо |С: 3<|С—
— я|<Д). _

Далее рассматриваем такие множества С, что ф (/) непрерывна 
при 1-С|И<С°°- Пусть /=!»•••> I, 1=0, !,-• — 
различные точки окружности |/| = 1; օ-յ, 0<օ/Հ2, а>=/=1, / =!,•••, I — 
фиксированные числа; А, 0<^Л <^—min |9/—9у|> ~\ j=f=j' — фик-

сированное число;

։
и — дополнение լյ и/ до области 

/-1
Будем говорить, что С имеет I (и только Г) угловых точек

= с внешними углами у=1,..., /, если существуют две
■такие постоянные сг и с3, 0 сх с։ < ос, что

о, il—(
է

. էձշսյ, /=1,- • I,

ci -С 1Ф' W1 < с։, t £ и (1)

’Н/) = Ф (*/)+  Aj(t) t£uh j=l,■■■,!,
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где А) (/) — функции, регулярные в 1<Հ|ք| < оз и непрерывные в точ-

1----- — \ , которая

обращается в 1 при է = оо.
Класс множеств G без кратных граничных точек, удовлетворяю

щих условиям (1), обозначим через ։F*  (с։, с2, էս <4, •••, ti, &i) (пишем 

c2, tlf otj, ti, а/)), если I = 0, то обозначаем через 
Փ*  (պ, с։).

* Недавно появилась работа В. К. Дзядыка [3], в которой при х£Г получена 
та же оценка при несколько иных условиях на множест во G, чем в [2].

Пусть, далее, /•' = )/(z) = min |z— z*|,  я/ = z/(z): |z— zy|=//, 
1

= P (*»  n) = p i_(zj); A — достаточно большое фиксированное число, 
' л

зависящее лишь от области, которое будет определено в дальнейшем;

G'= Gn[ U К (С, Д-р, J (С))], G" = G\G';
-er I+-

НУ> 0 — достаточно малое фиксированное число, зависящее лишь от 
области, будет определено ниже, но, во всяком случае, |яЛ — zr |^>4/7, 
տփէ, տ, /=1,- • •։ Т,

G = G" Ո | и ։ K{zs, h) j , G= G"\G.

Пусть функция f (z) аналитична в G и имеет в G г непрерывных 
производных (r = 0, I,-- ),

ш(3) = sup_ If') (CJ —/(') С։)|.

|ն-Գ1<4

Тогда пишем А(г) Н'“ (4).
Для областей рассматриваемого вида и f^A,r^Hm^‘) в [2] дока

зано существование полиномов Рп (z) степени Հ п таких, что для 
z £ Г выполнено условие

I/1’’ («) — (г)1 < А„ р'՜ ՝ ш (р), р = р £ (z), v=0, 1, • • •, г,
п

где А, зависят только от v, G*.  В настоящей работе приближение 
fl՝' (z) — Pln’> (z) оценивается не только на границе, но и внутри 
области.

Теорема. Пусть f^A^r) , G£ W*  (cv с։, է1է • • •, ti, az). 
Тогда при любом фиксированном натуральном N и для каждого 
п — 0, 1,2, • • • существует полином Pn \ (z) степени -Сп такой, что 

( Рг՜’ °> (₽)> z^G', р = pJ+ ։_ (z0), z0=z0 (z) 
Л

I Г.Г- v + ^ л,Г“‘*+Л Г
|/ь)(г)-рм(2)]<Л,,, ш(Р) + 1——-ш(р'), z^G", (2)

' v = 0,

где Aj,, — постоянные, зависящие лишь от G.
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Замечание. Оценку (2) можно переписать, как нетрудно ви
деть, следующим образом:

f
~r—р*  г—■■+Л'

(7^5 "<!'> +(7^ "(|,) ' (2’>
Р = Р,. 1. (*о)>  р' = р,. !_ (*>) ’ 

+ п п

20 = я0 (г), 2/ = Я) (г),

где я^С, А1,,— некая новая постоянная, зависящая лишь от С. При 
этом правая часть (2) или (2') < сопзЬр'՝՜’ о։ (р), т. е. приближение 
полиномом в точке г не хуже, чем в точке г0 = я0 (г) (см. обозначе
ния). Если же Х>-в>0, то при достаточно большом П приближение 
в точке 2 лучше, чем в любой граничной точке.

Доказательству теоремы предпошлем ряд лемм, большинство из 
которых доказаны в [2].

Определение. Пусть на множестве Е заданы функции а^>0 
и 6^>0. Будем писать а X Ь, если существуют постоянные Д и Вг, 

0 Вг такие, что 5г</-֊-5а. Будем писать а<^-Ь или 
о

Ь-> а, если существует постоянная В<^со такая, что а<.ВЬ.
Лемма 1. Пусть С£Г/?, <$2, г£б,

Г920= г0(г): |2-20| =).. Тогда |С — я\ Ж — г0| +

Доказательство. Имеем |С—— г01 4՜ 1го~г| ~ К—г01+>‘.

Если |С — 20|֊<2Х, то |С — 20|+ХХХ, |'— г|>-Х, т. е. |С—г|Ж|С|—20|+Х; 
если |С — г0| > 2Х, то

|С ֊ 20| + X X |С - 201> |С ֊ *1  > К-*о1-  >՝ > ֊ |С - *о1-

Лемма доказана.

Л е м м а 2. (см. [2]). Пусть я', я" £ С։ П б1, Т — <р (я'), I" = ? (я"), 
я]„—ближайшая к я" угловая точка. Если 0<^я/<^2, то

\я" - /| Ж | Г ֊ г | [|2" ֊ 2Л |1;‘л 4- |Г - Г|Р -1 Ж

Ж|Г-Г|[Г-^| + 1Г-Г|р՛-1,

/. »/ -1

Соответствующая оценка сверху имеет место и при а/ = 2. Соответ
ствующая оценка снизу для aj = 2 имеет место, если модуль прираще
ния arg (2 2/) при движении точки z от z' до я" по некоторой кри

вой, соединяющей 2 и 2 и лежащей в G1, не превосходит 2՜ — 3, где 
82>О фиксировано.
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Лемма 3. Пусть а, Ь, /^>0, 0<а^2, Ь ~ корень уравнения 
6 (а + А)’՜1 = /. Тогда имеем

1/Л’, Х >а’.

Доказательство. Заметим, что условия Ь<^-а и ь<^-а‘‘, и 
Ь-^>а и / эквивалентны (константы в знаках <• и Ж зависят 
только от я). Но если Ь<^ а, то

и + АХ и, 6 (а+6)’~*  X ба՝*՜ ’X л. АХ/а1՜’,
если же А> а, то а 4֊ Ь ~ Ь, Л (а 4֊ А)“՜1 X Ь’ X л, Ь X ).»«. Лемма 
доказана.

Лемма 4 (см. [2]). 11усть г՛, г'^С. Тогда существует спрям

ляемая простая кривая Л = Л (г', г“)сС с концами в точках г и г" 
такая, что

|А(г', 2")|<£/|/- г"|,

где И— некоторая постоянная, зависящая лишь от С, а |А| здесь (и 
в дальнейшем)—длина кривой Л.

Лемма 5 (см. [2]). Пусть г£Г, / = ® (г), (/, — ближайший к I 
прообраз угловой точки. Тогда существуют Аг и Аз, зависящие лишь 
от (7 такие, что

Аз (R -1) [к - ол+я-ф’՜1 < Р*  (*)  < Аз (/г-1) [К - м+ /г-1]’/. -*.

1< R <2, 0<ал<2.

Приступим теперь к доказательству теоремы. Будем, не умаляя 
общности, считать, что в некоторой точке г*  £ С выполнено условие 
/(г*)-  /'(*«)-•••  =/(г) (г*)-0,  ибо в противном случае включим в 
Рп (г) слагаемое

/ (**)  + /' (*•)(*  ֊ *,)  + • • • + (*֊  г,У.
и

Выберем достаточно большие натуральные кит, условия на кото
рые получим в процессе доказательства, и положим, как в [2],

Р.<4= Г}-тЛ Г/го3л>
2«/ Д .) "1 (<•«, 0 — -г)'

где

Сд.« = С/г. е (С) = •!/(R е֊'6) ф (С)), R =1 + - • 
п

91-5
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Напишем формулу для разности

л <.)-/«-£/ У- О* Р(•) (3)
-։ Г

Продифференцировав правую и левую части (3) ч раз, получим 
выражение для /* ’> (г)— (г) через сумму слагаемых вида

.... р.от-фсо <«>
-ж г

5>0, />0,

где ։ — постоянные, а 4՜ * = "*•  Следовательно, достаточно оценить 
отдельное слагаемое вида (4). Имеем

Если г =0, то Ро (г, С)=/(г), а в первом слагаемом в правой части 
(5) стоит / (С)—/ (г). Второе слагаемое в правой части (5) оценивает

ся (см. [2]) как О( —) и при &>2 (ТУ 4՜ г 4՜ 1) меньше необходимой 
\п*  /

оценки (2). Поэтому в (5) осталось оценить лишь первое слагаемое. 
Для г £ С оценка (2) получается почти дословным проведением 
рассуждений из [2], поэтому ограничимся случаем

Имеем

\МЯ.,. । (г)1<- }т (0) </0 С Ка», о — ч|*  |ч — г\' О> (|: — 2|) 

г
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поскольку по лемме 4 для любых точек г, С £ С существует путь 
Л (г, ') с концами в этих точках и длиной <-|г—С|. Имеем

(Ч м г ».и w<.
J К/?, в — г |* +е |, —к

<■ т?«+J*  Ь/г, е — г|* +' |С — г|

+ f /.Ц-, 1^-УJ_ J ри. в — Z *+’-г |C — g\

Значит, нужно оценить выражение вида

-< г М, о —г|*֊  |С — г\

(6)

(7)

где |а = г — ч», £1 = &4-у — г или кг = к + Далее для сокращения 
записи через к будем обозначать не только собственно к, но и ки
что не приведет к недоразумениям.

Допустим теперь, что z£G. Тогда для 

Л-«О ֊. л-1.- •, I. Ясно, что за счет выбора большого т и ма-

лого Н можно рассматривать интегрирование по 9 лишь на интервале 
/ 3 \(—е, в), где в = в (Н) такое, что С/?, в лежат в круге —/7>,если

сек(%„4)пг, |9|<е, R =1 + -L, п>п0 = п0(Л) и CR,0 
\ 2 / п

II к/ Г к/ Н
вне кругов U л I z/0, — ), если (. лежит вне кругов Л ( z/u, —

/-։ \ 4 / \ 2,

лежат

• Jo =

= 1,--, I, /г = 1 + —, 
п

Имеем

п > п0. Оценим внутренний интеграл в (7).

W֊g|) < °>(М 
|C-z| к

н н
Если |С — */а|<С—> то I^R. • — zl^-—> Кя, о — Cj ’ 8“ > где а = min а>, 

2 4 *

= |8| + —, что следует из леммы 2, и для внутреннего интеграла 
п

(7) по

рирования по 9 даст

r.C^+i1) ® ш ^՝)
получится оценка о, —֊—, что после интег-
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1 . ы 0)
п(*+н) « ).

(8>

Видно, что(8)при к7>
2 (УУ+г)

а
меньше правой части. (2). Если

(С— г/,|> у, /о =!»■•■» Л то Кя.»— х 9«> Сй, о !>

и

|Л1<-кя.о-д*^ “(|С-г|) 
|Ся,е-х|‘ К֊г|

(9)

н нТеперь, если |л0 — *7,1 <С — Для какого-нибудь у0, то Х.=|г—х0|^-—• 
2 2

и интегрирование (9) по 9 опять дает величину меньшую, чем в (2);
। • / ч — 1 «> (л) / 1 \если же [д0~гл|> ~ Для всех Уо> то ? = Ря («о) '-՝ ’ ——< п-ш ( — )

2 п л \ и /
и интегрирование (9) по 8 дает

что доказывает теорему в случае г £ (л.

Рассмотрим теперь случай г С. Пусть, для определенности, 
|г—2)\<^Н. Отметим, что часть внутреннего интеграла в (7) по |С — 

— г) | 2Н после интегрирования по 8 имеет оценку----- ------ , так что

достаточно оценить

Если = Ф (^о)> 0 ~ ? (2/ )> < = ® (»)» то по лемме 2
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Гя. 0 - С| ж и»,« - и - о! +а ֊ /I?<-0*(Н-о1(+  0*Г 7՜’

• — го1 Ж И».« О1 (Ио ~ ОI + Ил. * — 01Г7"' (Ю)

I/ (*)|Ж|<-0Г'՜ 1, 6,,.= Яе֊'Ч
Учитывая лемму 1 и (10), нужный нам интеграл перепишем в виде

Ь.тл —-«-»и.Л, (Ия, ։ — 01 (Ю — 01 + Ия. в — 01 7 +1]*  |С — г\

(И) . 1 ՛. *1
Г*  = ф(ГлК-(г;, 2Н)).

Далее придется рассматривать несколько случаев, которые мы будем 
нумеровать римскими цифрами. Подслучаи в каждом случае будем 
нумеровать арабскими цифрамщ а,: различные варианты каждого под
случая будем обозначать латинскими и греческими буквами.

4Д 1 -Случай I. а = Ю — , Л3=Д3 (С)—большая постоянная,
п

1) И —ОК-А»0*՛  Тогда •• г

Ия. о — 01 (Ио— 01 + Ия, о — оГ7՜1 ՛ (а+ —1 Жр,
п \ п /

<о(|С —я|) ш (X) ш (р) ։
. |С — г| X р . •• • •

Нужный рам внутренний интеграл по какой-либо .части 1 с Г*  обозна

чим через Имеем

т
Г < 9^Мр) , Г'- •
3 х* р и.

г.ля (/..л,е.) г.пя (/„ л,в.) ; - , .

а) а>2Д։Э#. Тогда |< — 0]Ха,

У (И֊ 01+ 9*) (*'!1) (в'-1)- 0 Г7-1 |Л|<• а’/՜1 9*.

г.пЖи ЛА)
в) а-С2Дг0*.  Тогда И ~ 0 I + 0*0*>

У (и-о1+ 9ф)(л+11)(։/~1) и- о Г7՜1 |л|<- X

Г.пК44. л,8.) ' I ! I

X У и ֊ 6 Г7 -Г И < • 9? + Ч

г.пл(4.л,е.)

Поскольку



70 Н. А. Широков

|0|< — 
п

|0|>-> 
п

(12)

то интегрирование по 9 в случае а) даст

ш(р) 1 ->»(«/-»)_ р*+»
— )?--------~ X*  <РЬ (13)

а в случае в) интегрирование по 0 производится по промежутку

в_|_ 0*  ) т. е. интеграл меньше интеграла по промежутку
п 2 Д։

||9| > —“— > — и, учитывая (12), получим
4Д։ и

<■» (р) 1 1 а(4+|1+о «/-«+։ _ ш (р) 1
р к* л՞-1 р к*л* + ^+։

д(4 + н + ։) («/-1) х

(ла)"՜*՜*՜ 2

Поскольку ла-^>1, то при т>к + г+2 в этом случае имеем 
оценку

рл+и-
֊г՜ ш (?)• (14)

Тогда (13) и (14) дают нужную оценку в случае 1).
2) |/ — ^о1 Поскольку выбор А, в нашем распоряжении,

мы его выбираем так, что а—/|-С ~~՜ А.#*,  что, как легко видеть, 

сделать можно, тогда о —/0|^ —/0| и интересующий нас интеграл

Г л (0) У

Г.\Л(4о, А։«.)

: перепишется в виде

[/(9)^9 С еГ'Чк-*/|  + в^)(,'-1) к-оГ'՜1 „
" г.хД АЛ) [1* - 'о|(|'» - 'И + и + к]*

х у (К-«1) |л(։ (15)
К — г|
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Пусть Ь > 0 — корень уравнения

Ъ (а + = X.

Тогда Х>Лр влечет за собой: Ь (а + б)*'՜ 1 > А А, — ( а+ — ) »
п \ п /

где А։ — постоянная из леммы 5, зависящая лишь от С. Тогда, выбрав
А2 и зная А3, можно выбрать А настолько большим (и зависящим.

только от С), что Опять рассмотрим несколько случаев,
л

а) Ь < Л28ф. Тогда знаменатель в (15) можно заменить на

к-*о1 ‘ (ко-м+к-и)* “'՜”.
а) а>2Л,0ф. Тогда при R — ОКА։» будет 

к֊ФЧ к- он-е.хе*.

Г 0<*+^«/  Г к- *у|*г ։|л|<-

X а I ,
|Г.\К (<«, ДЛ)1Л к (</. А».) Г.пК («у. АМ

< . 0(*+  Н+1)«/ а֊*« 7. (16)
р

2

|е֊#0|Ха, к-*/|  + б*жк-о1,
У < . е*»  а՜*"/  х

|Г. (/. А,8.)1пл лл.

х у м-//|<*+11+1)(а/"1,|л1<-
г.л*  л.։., ֊)

ш (?) а(|ч !)(«>-։)-*+։,  а/>1, 

<.. Р
Ц) 0(‘+Н+1)«/ 

Р

(17>

В случае в (17) к предполагается настолько большим, что- 
*(1֊а7)>1.

При к — ^о! ~^՜ имеем |/ — //|Ха, к — 014'®*' ='а»к— 

в таком случае

Г ш 00 0*+н  (н+1) («;֊։> Г . М
] X 3 к-м*

Г.Л*՜  (/> -4.։.- ֊] Г.Л*  л,9.,
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ш (P). e^+։ a^+JM«/-։\ (Ig)

P

Если же |/— f0|>>-° и k — f/l>՜^՜» то

k - fol — 1t - fi Ix k - 01 + °* x k - N + a,

J <.^L 0^ J |/-<0|(11+1)<’/֊։)-‘|лк-

M (p) p*+H a(!4-l)(«/-!)-» ■*•! (19)

P

₽) а<2Д2 o#. Если k— f/|<֊7p то k.— folx<։» k~

Г <՜ . ш 0<*+^)  "i a~tm) $4— ш (p) g(*+i 1 + ։> «/ a~iai .
J p * p

г.\*аюл,в.)]пл- ֊)

(20)

Если k — fol> -p |f —f/l> y» TO |f —f/lxk —fol и при k-fol< 

<4Л։9# имеем k — fol+a If — f0|, |f ~ Oïl + x ®».

Г M (p) 0(*+н)  «/
J P

|Г.Л/С(/₽ЛЛ. 4Л,6..)1 ֊-ju/rp/.f-jj

X j |f — for(* _1) ։/_ 1 |rffi< • e^+11) “/ a_(* -J) •/ • (21 )

K-W>J-

Если же If — f0| >4Лг9ж, то |f —f/|4֊9#Xk — f0| и

Г 0*+ h Г («/-»֊* |Л|<-.
J P J

r.\K (t*  4A,0.) ЫЛ

m ф) e*+^  е(|А+1Ж«/-։)-*+։  w (p) g*+H  а(^+։у«/-1)-*+1

P P
(22)

выбрано так, что

Применим лемму 3 для завершения оценок в случае 2), а). Интегри

рование ведется по интервалу 9*  — или 9 , поскольку А
Аг 2Аг

—. Если х—какой-либо показатель у 9$, 
п

участвующий в оценках (15)—(22), то

b 
2Аг
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Если х = V 4֊ ;х+ 1, то соответствующая оценка имеет вид
*** (р) 1 дО+ш-2-т (■>+։)(«/ -1)-о

р и՞*՜ 1

I «у «/

1 тп. — V —|Х—2 Г а;— 1 и I
т—1=----------------------- НИ +֊1+1 (т—|х —2)^---------1-------

а/ I «у а} ]

и, если а>>1, в силу па +>1 получим
Р+|1+2-т

1 ? „(!*+։)(«,-։)֊«>^- р'Я։+|1+1 т—и—|х—2
-------- '■ а •' \ , та =  
пт~1-----------------------------------------------Х"’---------------------------а у

Если «у<+, то
с+|1.-Ы—т

1 л! а(|х+1)(«у— 1)—V _ 1 д(Д—!)(»/— 1) 1
пт-1 ^т-1 кт-|1-2

Если Ь<^-а (т. е. ). то

1֊ ^о+ц+2+т 1 р+2-т ^+1)^—1)^
Лт՜1 Пт—1

у 1 }.|1+2-'п а^+2-'»Х1-«у) Р՞*՜ 1 _ Рт1+|1+1 , /23\
цт 1 -2 у/л։

тх = т — н — 2.

Если Ь -^>а 0֊\> а’О, то

Р+щ-2—т
1 ^Р*|Ц-2-т  д(|Ч-1)(«/-1)—р 1 у I а(р.+ 1)(ау-1)-Р

л"'՜1 яш—։

Имеем

(Н + 1)(а, - 1)- V = (-т. и ^~2 + и +Л (а,-1) - 
\ ау /

(24)

(ц+2- т)(а —1)- V рт^+Щ-! 
кт. т3 = т — 1, (25)

в силу того, ЧТО —1й—<1 и (и + 2 — л*)(а; —1)—«^>0. Если же * =

= (и + |х + 1) в/, « =й, Л—1, то интегрирование соответствующих 
оценок даст нам
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“ (Р) 1 а
р пт՜'

Вновь, если Ь<^ а, то при получим

(26)

(о+н+1) "/֊<"+*  а 
л՞1֊1

1 а(ш-1Х«/-П

и"-1

1

а

}<>֊■+1 )(«;-։)
^ + 1) «/«;-!)

&<п.+н+։ п
—--------, тп4 = т — р —2, (27)

ибо К • аУ.
Если же Ь <■ а, но а> <1, то

1 )(о4-|Ц-1)«;-т+Х а((»+Р- + 1) «у—/я+1]0-։р а֊о»у

и"֊1
1 (И+/+։)(«;-։)_!_ [ 1 д (о+|х+1)«у-ш+։ + иу

пи+у-+1 к“ | лЯ-и-н-։

Ха (и—в—11—2— (®+|1 + ։)ауХ«у-։)-Л/ (28)

При 2 (& — 1)-<2и<и< —----- г—1 в выражении, стоящем в фигур-

ных скобках, заменим X на р и легко убедимся в том, что ап->1 вле
чет ограниченность его сверху, т. е. для всего выражения (28) по
лучим оценку

р/в,+р.И
т8 = и. (29)

Если же Ь-^а и то

® — р — 1.

Если «/<1, то

(т-1)1 “■>' —о
X
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В результате оценок (23)—(31) заключаем, что в случае 2), а) для 
соответствующей части интеграла (15) имеем оценку 

где М—любое достаточно большое фиксированное число.
в) Ь > Аг<^. В этом случае внутренний интеграл в (15) разби

ваем на два: на интеграл, взятый по Г*  п К (£0, Д։9*,  Ь) и на интеграл 
по Г*\/^(/ о> Ъ). В первом интеграле знаменатель заменим на X*  и бу
дем оценивать выражение

֊У Л (6) | |М (32>
-« т.п*

В случае а7^>1 имеем 

(R ֊ 01+ 9#)(*+(1)(’/-։’ <.|/ дСЛ+нХ.у-П

и, если а ^>2Ь, то к —/7|^а

К — |Л|
А®..*)

тогда для рассматриваемого выражения (32) получится оценка

ш (р) / 1 a(A+p-+i)(«t-i),
рХ*  \ п* +11

1 
л(»+н)«;

Но Ха1 и

1 1 дО+14-iH«,-!)^ 1 1 дСА+нХ«/-։)֊- Р*1՜՛1 ՛
I* л*+|Х X*՜1 n*+|1 X*-*

1 1 , ______ 1
X*  л‘*+|х,а/ ° X*-։  nl*+F,il>

_ 1 ՛ 1 а(*+иМ«у-1)  1 е Р*̂
X*֊։  л*+н  (ла)(*+й(’Г1)Ч X*֊ 1 ’

тогда выражение (32) будет меньше 

const ш (р)
р*-։+н-  

X*֊։
(33)

где const — постоянная, не зависящая от р и X.
Если же а ^26, то |t —и

Г \t — ti |(*+lL +1> (^-1) |Л|< • 6(*+и+1) (։/-n+1 ,

Г.л*՜  <•« лл. А)

следовательно выражение (32) оценится так:



'76 Н. А. Широков

ш (р) / 1 £<*+  1х +!)(»/ -։) +>
р).*  \ п* +|1

+ п(*  +։>)’/ Ь'>

Поскольку , получаем оценку

а затем

• /-! ։
(*+!Ч-0 + «/ , 1

■ Г («+!*)«/

• лт> а.) а/

------------------ -С՛-—__  Р* ||Х

и в результате нужный нам интеграл оценится как 
д/па+р- Ъ—1 п. —1<°(р)-֊-- 7И։=—-(р+1)-^- (34)

У.т* а, а..

При а/<О и а >26 будем иметь |/ — £у| Xа>0Ж, |/— 111-|- 04 Ж а и 
получим оценку для (32):

8

°֊- Г/т (0) Г <՛'- ОНЛ)’***'՜ 1’ к - ОР՜11Л|<•
Р л и и

Г.пК^А^.Ь')

<.<»(?).. 1 (Л+и+1) (./-!) 6<чц( Р* 1+И 
рк* л*+н )Л-1

Если же а-С 26, то

Г (к-О1+0*) (‘+иК“у-1) К֊Ор՜1 |Л|<-
Л — г\

ЛД.. »)

< . Г |^_#у|(«+|‘+1) (V՜1’ |Л|+ 0#(*+|Ч( ’ -4+’/V .
X \ I ]

гФ\х(/у, лА)

< " (х) е (*+н  (»/ -и +«> 
А *

I ,
После умножения на 0* +1 и интегрирования по 0 получим оценку
Ш (Ч 1 1 „
— ---------—(ГьТч-О *Г  Но в Рассматриваемом случае мы имеем

г—г/]>). = |я — я01, |г —г/К|я —я0! + |г0 —я>|<-к+аа/<->.,
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т. е. в нашем случае л'Хл, —_—Хр„ (ху )= (/<•>.', /? =1 т----- по
л։/ “ л

выбору области С и оценку можно переписать в виде

<м (}/) _/*+р-+1  .гЬ+9--V ------<•« (рЭАг- • (37)

Следовательно, интеграл по Г*  Л АГ (/0, Д2&*,  Ь) оценен, перейдем к 
оценке интеграла по Г#\/Г(/о, Ь), который можно записать следую
щим образом:

рш (0) е* +^0 С (H-olW*' HtX,'~1) 1^-ор-1

(38)

а) 6<2а. Рассмотрим интеграл по |f—f/|< Л56*,  где А5= ^-АгА4, 

a А4 < — будет определено ниже. Пусть т min |С—z|, когда С пробе

гает образ 7 дуги Г^ЛА՜^/, А4а) при отображении €=՛{<(/). Пусть 
С06ъ Ко- ‘I = х- Существуют постоянные Вг и Bt, 0<В1<В2<оо, за

висящие только от области G, такие, что для имеем В± (t — 
— (о—ql<Bs|f—Выберем А4 — min ( \ — \

\\ 2 В2 / 2 /
Тогда имеем

|С — г| < \zj — z\ = )/, Ко — z| X |z — z0| 4֊ | z0—%| > X 4֊ |z0 — z/1—

- |Co - z/1 > B, a J ֊ B2 AV ai> -֊■ B,

Это влечет

œ(K-z|) < «(Г) . 
К — z| ՝!' ’ ‘

Далее (напомним, что в рассматриваемом случае |f — ^/|<ГД5б*)

I# - #/1 + X 0*,  |f - f0| Ха X + а, 

и весь интеграл (38) в данном случае оценится так: 

ш (V) 1 -;в/
г п(* +.х+1)«/а

что, как мы видели, равносильно 

ш (//) 1 1 ОЛ^։гН-
<39>

Если то

If-f/l + ^Xlf-f/l, |f_folX|f-fo| + aXa,
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и мы имеем оценку

«О') 1
I'

(н+։Х«у-։)-* +’

<» (г) 1 «у
—77՜ ^л+н+1)«/“ ’/<!>

но поскольку

1 _(и+«)(•/-։)->+։ _ _2 а(*+нК»;-1)  1 х 212-< .212. (40)
-^7“ - п»+и а а(*֊»ч  х'*->^  х*-1  ’ 1 }
то из (39) и (40) заключаем, что и в этом случае есть нужная оцен

ка. Если же 6< |( — 4«то [< —/>|ХаХ|г — <у|+-6Ж, и мы полу֊ 

чаем оценку

ш (к) 1 а(н+։)(«у-1) 1 а^+։)(«>-0_
X л* +|1 ~ X л* 4-'-1

-)֊>•' <-»(₽) ^77 . (41>
Интеграл же по |^ —И ~ Аа дает, в силу

Ла

— ֊2 «,м <•«<₽> • <*)р п*+и X*՜*

Р) 6^-2а. В таком случае в интеграле (38) |/ — <у|Х|< — /0|Х 

X |< — // + 9*  Х|£— #0| + а, ——:-----и (38) оценивается
|С —я| л

следующим образом:

֊^-[/«(ер*̂  ] к-#о1{и+։к’у_։>_*|л|<-

< 1 б(м֊1)(«г-1)-*+» а> 0) х 1 )(!Х+1) 7՜ <» 0 )
п*+'1 X п*+^ ‘ X

ш (р)
Х*-1 а7<1»

ш(р') к— 1р'/Пи+Н

«у

֊(р + 1)±_2 
’у

(43)
, «>>1, тп=

При выводе (43) мы воспользовались тем, что

а' = 1« — Zj | X |г — г0! + |я0 — яу| X X -|- а> X X.
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Соотношения (13)—(43) доказывают теорему в случае I.
4ЛСлучай II. а = к0— */|  <■ —это влечет эквивалентность |0?. е— 

л
— 01 X 16?. ։ — */1>  10 — 01 4՜ к/?. • — 01 кя.»— #7|, /. X).' и нам нужно 
оценить интеграл

(к-ои-е»)(**1Ч(*'~ ,) и—о Г'՜1
(16?. в-Ор+ >■')* (44)

1) |*~0К^»®*»  тогда заменим в (44) знаменатель на 

Ю(|С —*1)  < <■» О') и
՝ ’ |С-х|

у (к—*уц-9е)(*+иХ։>-։) к—оГ7՜1 |л| ~ ,

г.пК(</МЛ) 

(44) оценится как

1 1 ш О') . ,, £*+►•
и(*+|х+։,“> г* ֊ <•«“(?) — (45)

2) к — 6|>Л,6*.  тогда |б?,։ — о1~к— оь к — 01 +е*хк — 01- 
При ву<1 имеем

к—,/|(*+1‘+։х«у-1) 

О-ОР+ )֊')* |Л| < 1 0<*+и+1)  («,-1)+!
(46)

Учитывая, что о>(1С—я|)^> о> (р')
|С-я| р'

интегрируя (46) по 9, полу-

чим оценку

ш (р'). (47)

|л|х

т.п*  Ц/, Л.8.. X' >/«у)

|(*+р.+ 1И«у-1)

к-61ой’) (в'-։,_*и<-

1 (*+н+։)  + — 1(|Ч-։Х«/—1)-*+։|-^-

После интегрирования по 9 окончательно получим оценку

<ц (рЭ 1 
р' л44՛1

*-1

“У <•“»(?')
р'/Пи+р.

и

(48)
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Л֊ 1 / I -14 1
тп—------------(р + 1)----------

а/ а/

Соотношения (44)—(48) доказывают теорему и в случае II, т. е. тео
рема доказана. 
Ленинградский государственный
университет им. А. А. Жданова Поступила 15.111.1972

Ն. Ա. ՇԻՐՈԿՈՎ. Ոչ-զրոյական արտաքին անկյուններով փակ բազմությունների վրա ֆունկ
ցիաների հավասարաչափ մոտարկման մասին (ամփոփում)

Ոյ-ղրոյական արտաքին անկյուններ ունեցող վեր քավոր թվով անկյունային կետերով G 
տիրույթի եղրի ողորկության վրա բավականաչափ թույյ սահմանափակումների դեպքում ապա
ցուցված է

Թեորեմ. Դիցուք ք £A<r>H°™ (G)‘ Այդ մամանակ ցանկացած N-իՀհամտր, N >0, 
դսյոլթյուն ունի Ո-ից փոէր կ““մ հավասար կարղի (z) րաղմանդտմի այնպես որ z-ի 

համար^^ G. ֊եղի ունի ■

I/Ю (Z) -PJ1 WK A. I.MI,
սրտեղ A կախված է միայն G-ից, ^-ից, N-ից, իսկ իլ ).լ p', X*  , մեծոլթյունները 
միայն ո֊ից և G-իցւ թավականաչափ մեծ ո-երի համար G-ի խիստ ներսն ընկնում z կե
տերում (այսինքն երբ \ > Տօ >. 0) մոտարկումը կլինի հավասարապես ավելի լավ, քան 
ցանկացած եղրային կետում,

N. A. SHIROKOV. On uniform approximation of functions on closed, sets with 
nonzero exterlon angles (summary)

a
Let G be a domain whose boundary G possesses a finite number of corner 

points with nonzero exteriour angles. Under slight restrictions on the smoothness of 
A

G the following is proved:
Theorem. Let f ^A^H"’^ (G). Then for an arbitrary N>0 there exists a 

polinomial pn (z) of degree <n such that for z£ G the condition

J nr—*+ЛГ  tfr~ *+Л г
(z)— (z)l Հ A, I------------ ա (p) 4---------------- աPn \ [(p + X)*  W^(p'+X')*

is satisfied, where A4 depends only on G, v and TV; p, X, p', X' depend only on G 
and z. When n is sufficiently large the approximation in the points Z, wich are situa
ted strictly inside G (i. e. when X > s0 > 0) will be better, than in any boundary 
point.
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