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Введение

В работах Е. Титчмарша [1] и Б. М. Левитана [2] изучены спектр 
и разложение по собственным функциям оператора Шредингера с ра­
стущим потенциалом, рассматриваемого во всем пространстве. В на­
стоящей работе аналогичные вопросы изучаются в области с беско­
нечной границей.

Статья состоит из четырех параграфов. В § 1 с помощью мето­
да, использованного в работах [1], [3], показано, что собственные чис­
ла и собственные функции оператора Шредингера в области могут 
быть получены с помощью предельного перехода из собственных 
чисел и собственных функций некоторой вспомогательной задачи во 
всем пространстве. В § 2 изучено поведение резольвентного ядра опе­
ратора Лапласа задачи Дирихле для области £) при больших значе­
ниях спектрального параметра, и на этой основе изучена асимптотика 
при ). —» 4֊ оо функции /V (а) числа собственных значений, не превос­
ходящих В § 3 сделаны замечания о сходимости разложения по 
собственным функциям. В § 4 результаты перенесены на случай дру­
гих краевых задач.

Оказывается, что в то время как спектральный анализ оператора 
Шредингера с убывающим потенциалом в областях с бесконечной гра­
ницей доставляет значительные трудности, преодоленные лишь в срав­
нительно узком классе областей [4], в случае растущего потенциала 
удается провести такой анализ в широком классе областей с беско­
нечной границей.

§ 1. Построение собственных чисел и собственных функций

Всюду в этой статье мы рассматриваем случай, когда
Вт ? (х) = 4- оо, д (х) >1, х = (хь х2, х։). (1.1)

Часть результатов этой работы анонсирована в работе [12].
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Оказывается, что при предположении (1) можно провести спектраль- 
ый анализ оператора Шредингера в гораздо более широком классе 
бластей с бесконечными границами, чем это было сделано в [4].

Рассмотрим задачу
Ьи— /и = (—А 4՜ Ч (х) —).) и = 0 в О, (1-2)

«|г=0, (1.3)

де 2) с Е3—бесконечная область с границей Г.
Относительно области сделаем следующее предположение.
I. Поверхность Г является ляпуновской в сфере 2/?, где Л^>0— 

роизвольное число.
Здесь не требуется равномерная ограниченность постоянных Ля- 

унова на всей поверхности, но в следующем параграфе она понадо­
бится.

Предположение 1 используется, в основном) при интегрировании 
ю частям.

Для поверхности Г, удовлетворяющей сделанным -ограничениям, 
। потенциала, удовлетворяющего условию (1), верна

Лемма 1.1. Оператор 2^, определенный, дифференциальным 
выражением (2) на множестве дважды непрерывно дифференцируе- 
<ых функций, удовлетворяющих условию (3) и финитных около 
■есконечности, является симметричным в 1^ (О) оператором, имею­
щим нулевые индексы дефекта. Его замыкание Ь есть самосопря­
женный оператор, совпадающий с расширением оператора £0 по 
Ъридрихсу. •

Доказательства требует лишь утверждение о нулевых индексах 
1ефекта. Повторяя рассуждения леммы 1 из работы [10], мы придем 
: заключению, что для любой функции такой, что V (х)с2ч (2)), 
(.и (х)с£2 (£)) выполнено включение уг»с:£г (£)). Требуемое утвержде- 
։ие будет доказано, если мы установим симметричность оператора Ь 
га 2) (2.*),  что эквивалентно соотношению

хля любых двух функций и, V ИЗ О (£*■).  Но если и с. О (£*),  то 
/с2^(2)), 2,ис2^(2)), следовательно, в силу сказанного выше, ?ис 
= 2, (2)). Отсюда вытекает соотношение (4). Лемма доказана.

Лемма 1.2. Спектр оператора Ь дискретен.
Доказательство. В силу известной леммы Реллиха 

{5], стр. 622) достаточно проверить, что оператор вложения 
зполне непрерывен. Здесь /Уд — пространство, получающееся попол­

нением множества 2) (2) в метрике |и|яд = 4՜ Ч (х)1“1։] ^х. Ра^т
о
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смотрим единичную сферу в Нс. Это множество компактно в £, (Кц) 
при любом R. Через К՜/? обозначена часть шара |х|<£, лежащая в £). 
Выберем диагональным процессом последовательность {«„}, сходящую­
ся в £։ (К՜/?) при любом R. Покажем, что эта последовательность схо- 
дится в £» (О). Имеем

Цип —итЦс, (О) ||«п — (Л>) + (О/Л>) + 11“™^. (Д/Л/?) • (1-5)

Далее
Ыдио/л-/?) = Г |и„|8</х<- - 1 [։<7(х)|ип|։1йх<

1- t г \ (Фл, - (х), ХСОhm фл,л(х) = < ’ (1.11)
I 0, хс2 '

и, кроме того,
Фл,-|хсг = 0. (1.12)

Мы покажем, что фя, ~ (х) = фя (х), >.я, . = >֊п.
Поскольку D [2-а] D [£], причем (Lau, и) = (Lu, и), если ис£)[£], 

то из вариационного принципа вытекает, что при возрастании а числа 
>.я (а) возрастают, причем

(1.13)

л т։п я (х) 3
|х|>/?, ХОД |Х| > R |х|>Я

min q (х) Ä— - 
|x|>/f

Выберем R достаточно большим и зафиксируем его.
После этого выберем п, т достаточно большими. Тогда, в силу 

сходимости последовательности {ип} в £j (Л#|) и формулы (6), мы 
убедимся в том, что правая часть равенства (5) сделается сколь угод­
но малой. Лемма доказана.

Обозначим через Хя, ф„ (х) соответственно собственные значения 
и собственные функции оператора L. Покажем, что они могут быть 
получены с помощью предельного перехода из следующей вспомога­
тельной задачи для всего пространства:

(La — X) и = (— А + р (х) + а (х) -).) ца = 0 в £։, (1.7)
где

а(х) = /0*С'£) a=const^>0, S =£3/D, (1.8)
(а хси,

р XCQ> =тах • и-9>
1/(г) хс2, |Х|-г, ход

Определение функции р (х) и условие (1) влечет за собой дискрет­
ность спектра оператора (7). Обозначим его собственные числа 
через Хп (а), а -соответствующие собственные функции—через 
|я, а (х). Если устремить а-»оо, то следует ожидать, что существуют 

lim >.я (а) (1.10)
а-*  ее

ля (а)<}.„.
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Лоэтому существует предел (10). Покажем, что существует предел 
11), и что числа 1п. ■֊ , фЛ.«(х) являются собственными числами и 
обственными функциями задачи (2) —(3). Для функции о(х) верна 
юрмула

|?фл. о (х)|*  Лс 4՜ д (х)|фя.о (х)|Мх 4֊ ^/(г) |фл.л (х)р <7х 4-

4֊ а У |Фл. а (х)[։ их = ля (а). (1.14)

Из этой формулы, неравенства (13) и компактности оператора вложе- 
тия V/ (Нс -» (Е3)) следует, что существует предел в смысле схо­
димости в Ц (£)

Нт фл, а (х) = фл, ~ (х), (1.15)

՝де а пробегает некоторую последовательность значения. Возможно, 
что у последовательности (фЛ, а (х)} имеется несколько предельных 
точек. Любую из них мы обозначим через фл, «. (х). Важно заметить, 
что этих предельных точек может быть лишь конечное число (ввиду 
компактности вложения и все они являются собственными
функциями задачи (2)—(3). Докажем последнее. Из формул (13), (14) 
получаем

[ |ф„,о (х)|։Ас<—• (1.16)
л ао 1

Отсюда следует, что

!фл. - (х)|*  </х = 0 (1.17)

для любой предельной точки последовательности {фЛ. а (х)}. Как обыч­
но ([1], стр. 397) из соотношений (10), (15) и уравнения

(— д 4՜ р (х) 4՜ а (х) — )■„, а) фл, в = 0 в Е3 (1.18)
следует, что

(—Д4-д(х)-).Л,«)фЛ,„ = 0 в £>. (1.19)

В любой ограниченной подобласти £> области £? имеет место соотно- 

шение (15) в смысле сходимости в №% (/)). Это следует из неравенства

Ы , _ <С(Ь, Д)щм ~ ЪсЬ,. (1.20)
(о) МО.).

Осталось проверить, что функция фЛ,«. (х) удовлетворяет условию 
(3). Из формулы (14) и сказанного выше следует неравенство
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IV '?л, ~|։ <1х<^п' (1.21)

Отсюда, из формулы (17) и теорем вложения вытекает граничное ус­
ловие (3), понимаемое в смысле

11т у |фЛ, - («)|։ с1а—0, (1.22)

Г

где Г — произвольный кусок гладкой поверхности Г, приближающийся 
к поверхности Г. Осталось немногое добавить, чтобы доказать тео­
рему.

Теорема 1.1. Пусть потенциал (х) и область И удовлет­
воряют наложенным в начале § 1 ограничениям. Тогда задача (2) — 
(3) определяет самосопряженный в (£>) оператор Ь с дискрет­
ным спектром, имеющим точку сгущения лишь на бесконечности. 
Все собственные числа и собственные функции оператора Ь могут 
быть получены с помощью предельного перехода (10)—(11) из соб­
ственных чисел и собственных функций вспомогательной задачи 
(7) для всего пространства.

Д о к а з а т ельство. Выше было доказано, что числа ля< «, и 
функции фя,. (х) являются собственными числами и собственными 
функциями оператора £. Поэтому достаточно доказать, что все соб­
ственные числа и собственные функции оператора £ могут быть по­
лучены из формул (10) —(11). Для этого достаточно установить пол­
ноту системы функций {фя.« (х)} в £։(£)). Пусть а (х)— произвольная 
гладкая финитная в области £> функция.

В силу равенства Парсеваля

11^ (£>) =2 |(я, Фл,«)1а. (1.23)
л=1

Переходя к пределу при а -*  °о в первых /V слагаемых равенства (23) 
и используя оценку

2 К«, К а)? < 2 о, (1.24)
Л-.У-М л=.У+1 л«, а '%<։

равномерную по а>1, мы получаем равенство

М1(О) = 2 К?, фл. - )|՜ (1.25)
л=1

для любой Поскольку множество В (£) плотно в £2 (£>) ра­
венство (25) имеет место для любого 8^-1^ (О). Приведенное рассуж­
дение аналогично изложенному в [1] (стр. 129). Теорема 1 доказана.
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§ 2. Асимптотика собственных чисел

Обозначим через N (/.) число собственных значений задачи (1.2) — 
'1.3), не превосходящих /.. Поставим задачу о нахождении асимптоти- 
теского поведения функции N (л) при /оо. Эвристический метод по­
лучения результата заключается в следующем. Асимптотика функции 
7V«(À) для задачи (7) во всем пространстве известна [1], [2]:

M.(>.)~-tV Г (>-֊р (х)֊ a (x)p.Jx ՝}.->«=. (2.1)
J

а (х)+/> (х)< *

При а = оо формально получаем

J [/.—ç (х)р</х, оо. (2.2)
{x;xaD, ç(x)-.l}

Строгое оправдание приведенных соображений, по-видимому, не пред­
ставляется возможным. Поэтому мы используем схему рассуждений, 
развитую Е. Титчмаршем [1] и Б. М. Левитаном [2] для случая D=E3. 
Близким вопросам для случая D — Е3 посвящены работы [6], [7].

Сделаем нужные для дальнейшего предположения относительно 
области D. Будем предполагать выполненными ограничение 1 из § 1 и 
следующие ограничения:

II. Поверхность Г — ляпуновская. Постоянные Ляпунова равно­
мерно ограничены, когда центр сферы Ляпунова пробегает всю по­
верхность Г.

III. sup mes {s: scT, — s0| ֊CR +1}<C Ceal, (2.3)*
Х.СГ

где a^>0, c^>0, R >0— произвольные постоянные, <Г>0—радиус сфе­
ры Ляпунова для поверхности Г.

IV. mes {х: xcD, |х| = г, р (х, Г) О}

Cs mes {х: х с D, |xl = г, р (х, Г) >е} для почти всех г, (2.3') 
где С — абсолютная постоянная, 0 s е0—достаточно мало, е0— фик­
сированное число, р (х, Г)— расстояние от точки х до границы Г.

Условия III, IV представляются мало стеснительными. Из приво­
димого ниже доказательства лемм 1—3 станет ясно каким образом 
они используются.

Предварительно следует изучить свойства функции Грина опера­
тора Лапласа в области D

(_Д 4- |j.2) G (х> у։ и) = § (х — у), н>0, (2.4)

û (х, у, р)1хсг = 0. (2.5)
Из принципа максимума вытекает оценка

p-р. IX-у|
0<G(x, у, р)< —-------, X,yc.D+r. (2.6)

4« |х—ÿ|

454-4
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Лемма 2.1. Пусть выполнены пред поло ж г ния I, II, III относи­
тельно области П. Тогда имеет место оценка

(I |Х-у|
С(х, у, р)= —-------.(1+о(1)С Р- + °о, (2.7)

4՜ |х—у'
где оценка выполняется равномерно относительно х и у, меняю­
щихся в любой, строго внутренней подобласти области И, причем 
|х — у| Д гпах [р (у, Г), р (х, Г)], где р (у, Г)—расстояние от точки 

у до границы Г.
Доказательство. Существование функции Грина доказывает­

ся точно так же, как это сделано в работах [1], [4].
Рассмотрим тождество

С (*>  У, Р) =
е-ц |х- у|

4~ ,х —
Г е дС (з, у, р) ,
1 --------------------------  ---------------------------- (15.] 4г. |х - з| дп

Функция

, , . дС (з, у, р)
Ь (з, у. р) =----

дп

(2-8)

(2.9)

удовлетворяет уравнению

ац.гЛ4_л+ м 22^ 
\ 2 / 2 Л дп։, 4՜ — з0|

Ь (з)</з =
О е~!Х ՝*•-*!

дпл, 4 т. з0 - у|
(2.10)

Будем рассматривать точку у сО, р (у, Г)>0 как параметр, а уравне­
ние (Ю)--как уравнение в пространстве С (Г) непрерывных на Г функ­
ций. Проверим, что при р—оо норма оператора 7\ в С (Г) стремит­
ся к нулю. Имеем

зир тах
П«Л с <г> 1 лоаг

д е~!1
дп1а 4х |з0 — з У-х

е-И |*,-*|

4я |з0 — з.

Оценим с

с!з 4֊ тах V 1
^•сг 3

п~° «+л<Ь—1,1<а+л+1

д е՜*
дпч 4к ՝з0—з, »•

(2.11)
помощью условия III

«+л<р—։,| ;8+л+1

л=(|

л—О
(2.12)
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Отсюда следует, что при ц—»со 
/։ = 0(в-^). (2.13)

□ценим Ji

/i <тах — I hi - ---------4--------- — ||cos (п,„, г„„)| ds С
f.o- 4՜ J I Is — s0| Is — s0l2 J

i* —i.l<։ 
a

CmaxC (fpe֊,'r + -—)r’drC—, jx—֊ co, (214)
s.cr J \ r / |i’

о

где 0 C a < 1 — показатель Ляпунова, участвующий в оценке

|cos (n.֊,, г*ц)|  С Ст«.*  (2.15)

Таким образом доказано, что

|т;|<—, ^-оо. (2.16)
и*

Следовательно, уравнение (10) однозначно разрешимо методом итера­
ций при достаточно большом ц. Поэтому

(2.17)max |6 (s, у, р)| <$ С max 
sezr

д e-i4i-yi Су e՜™<y՛ г>
dns 4« |s—gl ' min [р (у, T),P2(g, Г)|

Без ограничения общности можно считать, что р (д, Г)^-р (х, Г). 
Из соотношения (8) следует

4nG(x, у, р) & lx-yl- |х—g|=l+ f еУ- ^-уН*-»!]  Ь (s, у, н) ds=l+J. 
J |х—s)

(2.18) .
Используя оценки (16), (17), получаем

СИ* —»I Г е-ни-л+н1х-у1-нр(у, г)^

՝ min [р(у, Г),р2(р, Г)],) |х —si

е֊»1 Iх-” ds.
Г)1 V

- 5- р (У. г) 
Суе________ |х —

min [p2(g, Г), р3 (у, 

Здесь мы использовали неравенства

|x-glC-^^; Ср (х, г) <р (у, г). (2.20)
л» £

Пусть точка socP такова, что |х — sol = р (х, Г). Тогда

J е֊* 1 Iх՜’1 ds С У e֊|l|x~* lds-h J е՜11 |х—11 ds=/1+/s.

Г Is- S.I < р (у, г) Is-s.l >Р (у, г)

(2.21)

(2.19)



450 A I. Рамм

Чтобы оценить _/։ примем во внимание неравенства

>x~s|- > 1х~п֊ > о (Л’-5 > ֊ при 1«~5оКр(у, Г). (2.22)
Is-Sol |s-s.,| 2р(у, Г) 2

Поэтому

I е “ <Zs<‘C«e-w>(Jf'r> +
u-Zjx-« V(y.г)

> , (1 , , |U_E.|4._f։| -jrP(y. Г) - =
+ е dsCC.e ' +Cie • (2.23)

и»—՝| Ну. г)

Так как |х — s| > |s —Sol — |х - s0|, то

J3 < е>J e-v- ds < Ce'>f(х- Г>-М «У- «1 < С. (2.24) 

IJ-J0p р (у, г)
Оценки (19), (23), (24) приводят к неравенству

- $•₽ (у. о
„ Су-е____________ • (2.25)

min [р (у, Г), у2 (у, Г)]
Лемма 1 доказана.

Обозначим через D, множество точек y^D таких, что
У (У, Г)>е, а > 0. (2.26)

Через Л։ обозначим множество точек DiDt.
Лемма 2.2. В условиях леммы 1 равномерно относительно 

. yc.Dt имеет место соотношение

G2 (х, у, у.) dx = 1 
----  »
8-

(2.27)

где
* = У Р2 + <7 (у) , (2.28)

а относительно у (у) предполагается выполненным условие (1.1).
Доказательство. Если в оценке (25) заменить ц на х и вос­

пользоваться условием (26), то получим
IX— J- 

хе
min [г, s։] -0. (2.29)

Отсюда следует, что

• Р С о-2» |х—у!
lira у. I (? (х, у, х) dx = lim х I --------------------
։»-« J I»—» J 16к։|х —у|2

‘■г-УКз*՜  >x-yi-j-

(1+о (1)) dx =
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dz = liin х 1— е
8՜/

(2.30)

лее

Пт /. I С2 (х, у, /.) Их = 1։т х I С2 (х, у, 7.) Их + 
и-»« J J

" |х-у|<5֊

+ 1։т х I С2 (х, у, ^)4х— ֊^- +1.
Э֊»“ J 8֊

зпользуя оценку (6), получаем
Р е—2х IX—у|

0-С I -С Нп։ 7- I ------------------ ^х -С Ип։ Се՜1* = 0.■л-*՝»  3 16тг2!х—!‘-~
|х-у1>|-

з формул (31), (32) вытекает утверждение (27) леммы 2.
Лемма 2.3. Пусть выполнены условия 1, II, III, IV и,

(2.31)

(2.32)

кроме
>го

max g (у)<7 min q (у) ==■•( q (г), (2.33)
|У|=Л ycD 1у|=Г, ycO

te постоянная 7^>1 не зависит от г. Тогда при со

JJ G3 (х, у, х) dxdy ~ А. . (2.34)

Доказательство. Составим дробь

>, у, х) dx
D. D

Dl

1 Cdy_ 
8^ J х

8- ’

D
(2.35)

1 силу леммы 2

G2 (х, у, х) dx

lim
Н-* “ dy

8nx

= 1. (2.36)

Поэтому для доказательства леммы 3 достаточно проверить, что по 
нобому малому числу ш^>0 можно найти е>0 сразу для ։ всех р так, 
1тобы выполнялись неравенства
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(2.37

(2.38

Р е-2х 1Л-У1 
в։ (х, у, X) Лх < —--------------

16к’|х֊у|։
с
X

Из оценки

(2.39

вытекает, что из неравенства (38) следует соотношение (37). Докажем 
неравенство (38). Обозначим часть сферы радиуса г, лежащую I 
Д,, через а, (г), лежащую в 77,— через 2, (г). Имеем

(Ь С тез о, (г)
} г1/и.+;(г) '

Здесь было использовано неравенство (33) и учтено, что *[^>1  • Кроме 
того, было использовано неравенство

тез я։ (г) Сг тез £, (г), (2.41)

которое непосредственно вытекает из условия (2.3).
Теперь получены все утверждения, нужные для изучения асимп­

тотики функции IV р.) методом. Т. Карлемана—Е. Титчмарша — Б. М. 
Левитана.

Сделаем помимо (1.1) следующие предположения о потенциале 
11], 12]=

Ч(х)<Се‘Ы, С>0, с>0, (2.42)

1<7 (*)  ~ Ч (101 < С <7’(х)1 х-у\, при |х -у| <1; 0< а<)./2, (2.43)
’-IX- у| У? (х)

1<7 (у)К С е ։ при |х— ,у| >1, (2.44)
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(2.45) 

гметим, что в работе [2] показано как условие (45) можно ослабить,
менив условием

(2.46)

режде всего установим формулу

-֊~ = С в (х, у, х) ф, (х) dx —
>-п + И® Л

— ---------т [<7 (у) — Я (*)1  (х, у, х) фя (х) <1х=а11 + Ь„, (2А7)
+ г и

։е х определено формулой (28), а интегралы без обозначения преде- 
ов интегрирования здесь и ниже берутся по £>. Через фЛ (у), ).п обо- 
тачены собственные функции и собственные числа оператора задачи 
..2) —(1.3). Поскольку фя (х)с£2(£)) верна формула

% (у) = У [х® + ~ Я (•*)]  £> (х> У> *)  % М ^х, (2.48)

з которой непосредственно вытекает равенство (47). Теперь можно 
оказать теорему, следуя, в основном, схеме, развитой в работах [1], 
2] для случая О = Е3. Ниже всюду предполагаются выполненными 
словия I—IV на область и условия (1.1), (33), (42)—(45)—на потен- 
,иал.

Теорема 2.1. При сделанных предположениях

2 .4֊ О- (2-49)
л-1

Доказательство. Из равенства (47) получаем

2 = 2 (°՞ +2а»ь" +(2-5°)
л=1 О- + И8)2

Лспользуя равенство Парсеваля и оценку (6) имеем
О.-՝

С2 ОпНу= [ dy Гб2 (х, у, х) dx dy { г2с(г< С [ —. (2.51) 
е! Л Лиг 3 Xо

Далее

Ь" = ?- ~2՜ [ I? (у)~Я (*)]  (*>  У, *)  Фя (х) dx +>֊л + Н2 J
хсО. 1Х-УК1

+ -7 У 3 [ 67(х’ </х՜ \~ _£ 2՜ X>՝П + Г 3 1-п + г
хао, 1х-У1>1
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X j Ч (х) G (х, у, х) фл (х) dx = bn. 1 + Ьп, з + Ьп. з. (2.52 

хоо, >х—yi>։ 1
Используя неравенство (43) и принимая во внимание элементарное не 
равенство

тах г3~‘е < со при О s<^3, (2.53

получаем

I ь^у< р j dyqh^ { J е"։։_уЧ'>« <
|Х֊У, < 1

c Çd q3* (g) l C Ifr» (x)l dx p
(>«+P2)2 J V՜2' {J |x֊i,|8-J

|x֊y|<I

c_____f________^У______ (' f d,dz' ГЫ*-!-у)%(ЛН-  yY
(An + P2)2 J [P2 + 4(y)]3֊'֊2’ J J >|8- (Z'.3֊'

Izlcl. |»Ч. 1
Cy2(«-3^<.) 

G _ -L ։in«

^(.-3+2.)

C'a + p2)2 '

Следовательно
|у б2,, dy<cflt-^ 2,)y՜-------- - -------------

J £։ n=, (>■» + P2)2

Далее
p;. 2 dy < - 1 - j dyy’֊ (J I |ф„ (x)| dx <
J v֊n t P ) J IJ 4" x—u

|X-y|>l

(2.54)

(2.55)

C

C'n + p2)2

e-2ï |x-y| 

Iх ~ y\* 7.

< Ce~/;1J Г.Л, Ce՜՛1
(>'« + P2)2 J У /p2 + q (y) (I.n + Pe)։ ‘

Используя оценку (44), выводим

(2.56)

(\2 j C C , Г Г e-^'^-yi................. j lx-yi/TÔÔ i։J * .1 wl e dx <

lx-yl 1 J
~2 (։~ 5- >'<? (y)) (Х-У1

G f j C e՝ J—i^g|. (2-57>
|x-yf>l

-2(«֊5-/e(y) )

———-------- i dyS______________ _ (* dy Ce^1՛
(i-n +.P2)2 J x.------- 1. (>m + P։j2 J Vq (y) ().„ -4- p։)։ ' ֊



Асимптотическое поведение 455

оценок (55) — (57) и неравенства

(6л, 1 4՜ Ьп. 2 + Ьп. з)8 < С (Ьп, 14՜6л, г+бл. з) 
лучаем

( V Ь„ с1у 4- о (1)^ ——1—— при (2.58)
Л £=1 ('•« + Н2)։

. формул (50), (51), (58) вытекает неравенство

2 0 1 <2-5”л-1 V" 1 >

-сюда непосредственно следует утверждение (49) теоремы 1.
Теорема 2.2. В условиях теоремы 1 имеет место формула

(2<о)

Доказательство. При т; = р.2-»оо, используя утверждение 
1) леммы 3, получаем вместо неравенства (51) равенство

2 а„ <1у= С с!у Се8 (х, у, у.) Лх~±- Г , ֊^, т)—4֊оо. (2.61)
п-л л Л 8к Л/<7 (у)4-7)

1 оценок (51) и (58) следует, что

( У (2а„6„ 4- Ь2,,) с1у <о(1) Г— , 7( -» + оо. (2.62)
4^1 ЗИ7(х)4-^

гсюда и из формулы (61) следует утверждение (60) теоремы 2.
Чтобы получить из формулы (60) асимптотику функции ().) 

спользуемся теоремой.
Теорема 2.3. (М. В. Келдыш [8]). Пусть ? (X) и ф (а)— положи­

льные возрастающие функции, определенные для положительных 
<р (X) дифференцируема; Иш ® (X) = оо и для достаточно больших X Х-» ОС

М(Х)<хт'(Х)<₽аТ(Х), (2.63)
,е Р։, —положительные постоянные.

Пусть
/(н)= \-֊֊> я(и)= Гт֊—՜’ т>₽8+к (2-б4)

л (’•+։*)'"  3 (х+н)'”
о о

зли ^(н)~/(|1) при |1-»4-оо, то ф (К) — <о ().) при >--|֊со. 
Положим

з (}.) = тез {х: хс£), д (х) <СХ}, (2.65)
х

т (л) = У (X - (0- (2.66)
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Допустим, что потенциал д (х) таков, что условие (63) 
Для этого достаточно, чтобы функция

з (<) = (*  </’ («) — е/х

для достаточно больших / удовлетворяла условию

выполнен

(2.6:

(2.«

Действительно, в этом случае имеем

а(0<Сз^-

/

= о о (<)> с?(/ — «)՛•'■ </з (и) — &&՛ ({). (2.6?
и

Тем самым доказано правое неравенство (63). Левое неравенство (6; 
вытекает непосредственно из определения (66) функции ? (>.).

Теорема 2.4. Пусть выполнены условия теоремы 2 и услови 
(63), где ® (/•) определена формулой. (66). Тогда имеет место фо) 
мула (2):

Доказательство. Мы имеем

С <ДУ(0 = 1
.)„(< +«О’ гК'-Я-р/

Запишем формулу (60) в виде

С ^<0 ~ дс
.! (( + !֊)• 8=3 Г( + г’
о о

(2.7С

(2.71

Преобразуем правую часть формулы (71) к виду, удобному для пр։ 
менения теоремы 3

1 с _ 1 г _
8" 3 V I + р 6՜2 3 (/+ Р)3 

о о .
где

< I
е/?«)=г/,уи-5)։'«Л(5)= уЛС (г —5)'/’4/з (5). (2.7с

о о .
Действительно

I

С (I—вУ1,с1я(з)
[' (0 _ 3 Р У, . 3 г ч Р (#-з)՛/. а

3 (Н-р)։ 2 ] (Н-Р)’ - 2 ] 6/3 (5) ] (, + и)։ -
0 0 и ։
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3 f</՜ (s) Г ° — $ С (s) Г V и du _ 3~ С ds (t)
ÏÏ] J (Ti-s+ix)» “ TJ У Гн*  J (l+u)։ 4 J V't+7 ’

0 0 0 0 0
(2.74) 

о совпадает с формулой (72).
Из формул (71), (72) и теоремы 3 вытекает утверждение теоре- 

4 —формула (2).
Замечание 2.1. Если область D содержит конус Ка сколь 

>дно малого, но фиксированного раствора, и если при достаточно 
лыпих г выполнено неравенство

аг*  <7 (х)< Дг*;  г=|х|, Л >6, Д>0, а>0, (2.75)
условие (68) выполнено.

Доказательство. Мы имеем
1_

о (t) — mes {х: xtzZ), q (х) <С0 mes < х: хс2Г։, г-< ( — ) }
I \ а / J

е постоянная С определяется раствором конуса Ко. 
Следовательно

3 3_
С/<а(0<С։?»

(2.76)

(2.77)

(2.78) 

условие (68) выполнено.
Можно показать, что условие (68) будет выполнено, если имеет 

сто оценка (75), а граница области £> содержится между параболо­
ами

х=аг (х8 + у։)Р‘ х = а։ (х*+  _у8)р, 0 < аг < ая, р > • (2.79) 

спользуя методы работы [2] и результаты лемм 1—3, можно полу- 
1ть формулу

М('.)~-^- Г дЧх) р.-7 (х)ГМх, >.- + оо, (2.80) 
6к։ з

{■։•• хоО. ?(*)<*}
։е

(>•)= V а(;’; <£’ = Г / (х) <|£ (х) *х.  (2.81)

хя<х "

•ормула (2) получается из формулы (80) при т = 0.
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§ 3. Разложение по собственным функциям

Из результатов § 1 вытекает, что для любой функции / (х) 
с £,(£)) в смысле сходимости в среднем имеет место разложение

/(х) = V сЛфЛ (х), (3.
и=4 

где 
Сп= (х)% (х) с/х. (3;

Формула (1) представляет собою другую форму записи соотношен։

/ = (34
о 

где Е.1 — разложение единицы оператора £ задачи (1.2)—(1.3). Д? 
самосопряженного оператора £ с точечным спектром ядро спектрал 
ной функции имеет вид

0 (х. У, >■) = Ф» (х) '?л (у) , (3,-
ля< X

где /п, % (х)—собственные числа и собственные функции оператора 
Дробную степень положительного оператора £ определяют формулой

£’/=у’^/. (3.!
о

Выберем число а^>0 так, чтобы оператор вложения из пространстг 
11^2^ (£>) в С (£)) был бы ограничен. Например, можно взять а = 1, ес/ 
£)<=£’3. Если /с£ (£), то

Lf — 'лл Сл’Ад (х), (3,։
л—1 

причем

V >3|СД«о. (3.:
л—1

Теорема 3.1. Пусть fcD (L). Тогда формула (1) имеет ме 
сто в каждой точке х с: D. Ряд (1) сходится к / (х) равномерно огг 
носительно х, меняющегося в любой ограниченной части области L

Доказательство. Известно [9], что для любых ограничег 
ных областей Dx и верно неравенство

(3.8

гДе £—положительно определенный эллиптический оператор второг 
порядка, который в нашем случае определен выражением (1.2). П 



Асимптотическое поведение 459

•'словию теоремы и согласно неравенству (8) ряд (1) сходится к функ­

ции / (х) в смысле сходимости в (£>), где О— любая ограничен- 
лая подобласть области £Х В силу теоремы вложения С. Л. Соболева 

»яд (1) равномерно сходится в £>. Теорема доказана.
Можно было бы исследовать суммируемость ряда (1) к функции 

(х) методом (R, >■, «) нормальных средних М. Рисса, номы не будем 
останавливаться на этом вопросе. В случае О=Е3 такое исследование 
доведено в работе [2|.

§ 4. Оценки функции Грина и асимптотическое распределение 
собственных чисел для второй и третьей краевых задач

В этом параграфе результаты § 2 переносятся на случай краевых 
"словий второго и третьего рода. Сделанные относительно области £> 
лредположения I—IV, а также предположения (1.1), (2.33), (2.42) — 
2.45) о потенциале д (х) считаем выполненными. Рассмотрим уравне- 
։ие (1.2) с граничным условием

—+ в($) и!г = о, 
дп

(4.1)

де п—внешняя нормаль к границе Г. з (з) > 0 — непрерывная на Г 
»ункция. При з = 0 условие (1) называется вторым, в противном слу- 
ае—третьим. В силу вариационного принципа собственные числа ХО՝ , 

Х^2) соответственно первой, третьей и второй краевых задач свя- 
аны неравенством: Х<}> > Х<®Х<2Х

Введем обозначение (к) = 1. Тогда (X) <1 М3> (X)

£ Если для функции будет доказана формула (2.2), то, вви- 
су того, что (Х)=УУ(Х), формула (2.2) будет доказана для всех 
»ункций 7У(9(Х), /=1, 2, 3. В дальнейшем будем обозначать функции 
У<։)(Х) и (X) через IV (X) и М (X), собственные числа Х։’\ Х<2)— че<֊ 
>ез Х„, |хп. Чтобы доказать формулу (2.2) для функции М (X) понадо- 
»ятся, как и в § 2, оценки функции Грина задачи

(-Д-Р ц2) 6 (х, у, н) = 3 (х — у) в £>, дв 
дп г

=0. (4.2)

Лы не предполагаем, что симметричный в (О) оператор, заданный 
Юфференциальным выражением — А -р д (х) на дважды дифференци­
руемых в области О функциях, удовлетворяющих граничному условию 
2) и финитных около бесконечности, имеет нулевые индексы дефекта. 
Это значит, что не предполагается единственность функции Грина 
:оответствующей краевой задачи ([1], стр. 73).

Изложенные ниже результаты верны для любого самосопряжен- 
юго расширения определенного выше симметричного оператора. За­
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метим, что предполагая область £> принадлежащей классу, введенному в 
[4, а, б], повторяя рассуждения, приведенные в [10] (теорема 1) и 
пользуясь ограниченностью снизу потенциала д (х), можно доказать 
единственность функции Грина оператора Шредингера второй краевой 
задачи. Нужные для дальнейшего оценки функции С собраны в тео­
реме.

Теорема 4.1. При сделанных относительно области и по­
тенциала предположениях имеют место оценки:

|С (X, 9, и)| < С Х։ (4.3)
к—

где 0< р 1 можно взять сколь угодно близким к 1;

С(х, у, р) = ехр;~ |Х 1х՜՜^111+г (у, р)I, Р- + оо, (4.4)
4г. |х — у\

где \х-у\< -- шах [р (у), р (х)], 

границы Г, через г (у, р) здесь и 
кающая оценку

р (у) — расстояние от точки у до

ниже обозначена функция, допус-

r (у, р) = О (|хр-= (у) ехр {— Pip(g)}, ycD, р — 4- со.
Далее

f& (х, у, р) dx= — (14- Г (у, Р)), р -► 4- ОО, (4.5)
J °КР
D

J dy j 6s (х, у, V.)dx— {14-0 (р-т֊)}, р —* 4՜ °°, (4.6)

!> Ъ ՝D

где х*=  р24 q (у), Т1>0.
Для любого натурального р^>0 верно соотношение 
dP G(x, у, р) 

(<?Р։)'
др ехр {—р |х—у[}

(о'р2)/’ 4՜ |х — у\
(4.7)

где
гг (У, Р) “ О (р2^ 1 р />+1 (у) ехр {— 8рр (у)}), 8 > О,

|х— -J- шах [р (у), р (х)].

Доказательство. Для функции Грина первой краевой задачи 
оценка (2.6) вытекала из принципа максимума.

В условиях теоремы 1 нужно использовать интегральные уравне­
ния, чтобы доказать оценку (3). Рассмотрим уравнение

О(х. ,. „) - Ч(=Г-'Х71)' ֊ ГЛехр (7 ',Х~а1) в А. (4.8)4гс|х— у\ Jdns 4it |х — $1
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де функция
Ь = в (а, у, и) (4.9)

довлетворяет уравнению
+ Л ) Ь = Ь0. . (4.10)

1десь
7; 6= СЛ еуР ь (а) Л; Ьо = . (4.11)

3^ 4« |а֊во! 4я|5-у|
Г

(тобы доказать оценку (3) достаточно проверить, что интеграл / в
равой части равенства (8) удовлетворяет этой оценке. Допустим 
оказанной оценку
I -16(5, у, р)|<сехр(~РИ15~у|)> о<₽<1. (4.12)

|«-у|
’огда

|х—ехр(^|х—^)/< С ^ехр {—р [|х—а|+₽ |а—у|—?1*~у|]}Х

< ——Л|СО8 (дг, ГХ4)| (——- н------ Ц-') Л < С Г ехр {-(!-?) н|х —
|5-у| \|х—5| |х—УГ/ лг

-5|}-шах (-------- --  + -------
\.Х—»3|’ |х—5|

—. + ■—п-----;) 'СО5 ^п,։ с> (4-13)
1«-у| |«֊уМх—М/

де а — показатель Ляпунова поверхности Г.
Здесь было использовано неравенство

|х — у\ < |х — з| + |з — у:<2 пах {|х—и|; |а—у|) (4.14

I оценки, аналогичные оценкам (2.20) —(2.25).
Например

I ехр{ ер|х s|} < _1— i ехр (_ер |х—s|)c/s<
J lx— «I Р*  (х) J
г г

у pIx—s|

х{֊֊֊ЧФ (х) !• (4.15)

Здесь е = 1 — Таким сбразом, оценка (13) доказана для р (х)^-о.
Пусть р (х) < 8. Оценим интеграл

ехр
ds < Ср֊2(х) ехр X



Интеграл _/г оценивается как интеграл в формуле (15). Оценим /3 
пользуясь неравенством (14)

pr—SI 4

1 и 1

lexp ( — ер |x — s| exp (—sp(x—s|) Icos (n„ rxf)|X

1 Л_+_±_
—*1  |s- у\

1

Имеем
|cos (пд, гху)|

Здесь С—вариация телесного угла, под которым из точки х видна 
часть поверхности Г, характеризуемая неравенством |х— з| 8. Так 
как поверхность удовлетворяет условию II из § 2, то С не зависит 
от х.

Обозначим черз з0 ближайшую к х точку поверхности Г, р (s0, х) = 
= р (х). При достаточно малом о и при |х—з|<8 для поверхности Ля- 

|х—S,8 - Г,пунова верно неравенство: 0\ ---------------------- С С«, где С, и
I* —Sols+ls — з0|։

С2 — положительные постоянные, зависящие от констант Ляпунова 
для поверхности Г и от числа о, причем С1։ С2—1.

4-»О
Поэтому 

4< Ср fexp {—ер Cj /р8֊р։(х) } <СрХ

О 
6

X Jexp (—spCtP) rfp<C. 

. - о
В силу свойства II из § 7.2 оценочные постоянные не зависят от х. 
Аналогично оцениваются интегралы /3> Ц. Собирая оценки, приходим 
к неравенству /1+/2<^С. Отсюда и из (15) вытекает оценка (13).

Докажем теперь неравенство (12). Для этого исследуем уравне­
ние (10) в пространстве Су непрерывных функций с нормой

И = зир |$—у| ехр (рр )з—1/|) (6 (з)|. (4.16)
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Свободный член в уравнении (10) имеет конечную норму в Су. Про- 
ерим, что оператор Т,± в этом уравнении есть оператор с малым яд­
ом когда |*->4-со.  Пусть 6с=Су. Имеем

* Если inf [|х — »1+1* — У1—I*—jrl] > 0, тез Г < оо, то в приведенных рас­
ист, х, у CD

суждениях можно считеть ?=1. Это, например, случай выпуклой области с конечной 
границей.

454-5

|ЭД| Cli max |s-V| exp (fr |s-F|) f -- ֊P X
лег J Ont |s—q

г

< ехр^И^11 dt <c w max f l^-gj exp {_(1_p } Ns_<(} x 
I/ -!/| 'O' J K-y!

+ ^+°=- (4-17)

Последнее неравенство аналогично (13)*.  Из сказанного вытекает 

справедливость оценки (12).
Неравенство (3) полностью доказано. Чтобы доказать соотноше­

ние (4) будем исходить из равенства

1к ]х-у| ехр (р|х—, у|) G(x, у, |*)  = 1 4֊ fix—у| ехр (н [|х—у|֊|х—s|])X

X (г՜—; + ,—“НГ՝) cos <n*>  r") ь («> У> И) ds = 1 + /■ (4-18)
\|х—s| |х —s|։/

5ез ограничения общности положим, что р (х)<+(#).
Используя оценки

|х~ max [р (х),р(у)] ֊<р(х)<р(у), (4.19)
i L,

получаем
/<С fЫехр{И[|х-։,Нх-з|-?|5֊у1]}/т֊Ц- + ֊֊~г)Х

J |s— \|х — Sl2 |x֊s|/
Г

X|cos (пг,г„)|Л< С ехр Я — — ₽ ) цр (у) I ехр (— |ф— s|)( ----------- 4"
I \ 2 / JJ \|*  — $1

г

+ .——fcos (ns, r«)l</s<CnexpI^֊—p'jppfiMp-2 (x) = 
|s—x|/ (\ 2 / J

= r(ff,H), T = ₽-----֊<₽<!• (4.20)

Так как ₽ можно взять сколь угодно близким к 1, то 7 — можно 
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считать сколь угодно близким к . Оценка (4) доказана. Заметим, 

что она равномерна относительно х, удовлетворяющего неравенствам 
(19).

Далее имеем
( С2 (X, ։/, р) </*  = { У + У | с3 (х, у, р) с/х =

° |Х—у|<Ц^ |х-у!>Цр-

= С Ах ехр (~2|;,|Х (1+г (у, Р)) + О(ехР {-2₽рр (у)] •?֊’(?))-
I 16 Я2 |х — у\я

(х-уК^

=-^ {14՜ г (у, р)}, р-*  4-со. (4.21)
8п[1

Докажем оценку (6).
Имеем

У<4/ У С2 (х, у, х) Ах 4- у ) Ау у С? (х, у, /.) с/х = Л+/։. (4.22)

ид л, О, о
Здесь А, и О, имеют тот же смысл, что и в § 2.

В силу оценки (5) верно равенство

/։ = [ (1 + г (у, р)), р -» 4- оо. (4.23)
и 8кх

Положим е=Р ”в, 0<5з<Ч. Тогда, повторяя оценку (2.40), получим

a, D

ехр (— 2°*  |х — у|) 
16 я® }х— у\-

. Г^У с ?Ау 
J * р’ J *

Л։ DB

(4.24)

Из двух последних оценок следует равенство (6). Достаточно заме­
тить, что при уС-Dt, р (у) > р“°, поэтому остаточный член г, (у, р) в 
формуле (23) допускает оценку

(у. Р) = О Р еХР (~2ГИ~3)) = ° Н-> + °°. (4.25)

Чтобы доказать формулу (7) продифференцируем равенство (8) р раз 
по р®:

dpG _ дР_ ехр (—р |х —у|) , Л с f . дР~к Ь (s, у, р) х
(<W (д^)р 4я]х֊.у|

дк д ’I

4 (dp2)*  Ans |х — s[
(4.26)

где Скр — постоянные, точное значение которых нас не интересует- 
Оценим интеграл
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_ I др ехр (—р|х —у|) |՜’ Г О*  О ехр (— р |х—s|) , 
I (0р8)° |х—g| ] J (д^г)кдп> |x—s|

Г

X OP b (s, y, U) (4>27)

функция

֊“p(~|1|7* l) = 2 a exp (֊Mx-,1).(W)p |x — g| fa0 ?p-1
I [оэтому
»/> c exp (p |x y|) p------ I exp (_fl |x_s0 max |֊1։ |X_S|*֊2J  x

I*  — y\p J г

<exp(-₽pp (у)) {֊Pw> (y) +-֊ PP (y)~ (1—s) P? (x)}p*- ։ X

. max [p*~ ։ (x), 1] f , । I-., \X ——։---- ——- I exp {—sp x—s|}cfc ) =

/ \
= Of,֊—, exp {-IPP (s>)} ), P-+ °c, (4.28)

де 7 = P---- >0’ e^>®> Здесь были использованы неравенства (19)

। следующая оценка: 
дк

7717*  ь = 0 <ехР Is~aHI)>(dp8)*

юторая получается из рассмотрения уравнения (10) аналогично тому, 
:ак была получена выше оценка (12).

Так же как и в § 2 на основе результатов теоремы 1 доказы- 
։ается

Теорема 4.2. В условиях теоремы 2.4 справедливы утвержде- 
шя теорем 2.1 —2.4, в которых следует заменить NO՝) на М 0~), 
■П на ря.

Замечание 4.1. В работе [11] получена равномерная по а 
1симптотика функции (X) для задачи (1.2)—(1.3) в случае, когда по­
тенциал зависит от параметра [д (х) = д (х; а), где а—параметр, ме­
няющийся на некотором возможно некомпактном множестве, которое 
для простоты письма предположим совпадающим с полуосью [а0, °°), 
а область О есть конечная область с ляпуновской границей Г. Пред­
полагалось, что д (х; а)—вещественная функция, д (х; а)>1 и равно­
мерно относительно х с£) выполнено неравенство

Нт д (х; а) = + со. (4.29)
а -+ «

Схема получения результата работы [11] без существенных из­
менений проходит для случая области с бесконечной границей, удов­
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летворяющей ограничениям I—IV, указанным в §§ 1—2. Необходимые 
оценки функции Грина даны в теореме 4.1.
Ленинградский ипст итутточной

механики и оптики Поступило 4.11.1969՜

Ա Գ. ՌԱՍ՜Ա՜ Անվերյ եցրով տիրույթներում անող սլոտենցիալ ունեցող Շրեղինղերի սպ|,. 
սատորի սեփական ֆունկցիաներով վերլուծության I. սեփական արժե քների ասիմպտոտական վարքլ, 

( ամ փէէփում )

D£E3 տիրույթում դիտարկվում կ հետևյալ խնդիրը'

Լս =•( — A-{- q (X) — X) « = 0 D-ում (1)

ս | =0 կամ — 0 (s)u I = 0, a (s) >0: (2)
\dD dn \dD ' '

q (X) ֆունկցիան իրակսՀէհէ և q (X) > 1։ 11Ո1 q (x) = 4՜ ՕՕ՜ Տիրույթի dD եդրը ենթադր֊ 
[xf-»-i~

վում է էյապունովյան, Լյասլունովի հաս տատոլններր հավասարաչափ սահմանափակ են։ 
q (X)-t ե ÖD-ի մասին որոշ լրացուցիչ ենթադրությունների դեպքում ապացուցվում է 
հետևյալ բանաձևը'

V ւ ք
Af(X)= \ ~ — J [X -9(x)]3Hrfx, X ->+օօ. (3)

՞ <x:xcD, ?(x)<X>

որտեդ ՚եո-երր (1 )-(2) խնդրի սեփական թվերն են։ Լ օպերատորի սեփական թվերը և 
սեփական ֆունկցիաներր ստացված են ամրոդջ տարածության մեջ մի nJ անդս։ կ խնդրի 
սեփական թվերից և սեփական ֆունկցիաներից։

A. G. RAMM. Asymptotic behaviour of eigenvalues and eigenfunction 
decomposition of Shredlnger operator with increasing potential in the domaines 

with Infinite boundary (summary)

For D ZD E3 the following problem is considered:

Lu = ( — A + q (x) —X) U = o in D (1)
and

uk>-° or 7^-+ 0 (s)a|ôD = °. a(s)>0. (2)
On 1

q (x) is assumed to be real, q (x)i»0, lim q (x) — -j- co. The ^boundary dD is assu֊ 
|x I—- “

med to be of Ljapunof's type, the constants of Ljapunof being uniformly bounded. Un­
der some additional restrictions on q and dD the formula

yv(k)= 2 1~_2_ Ç P> — q (x)r*  dx, X— +oo (3) 
xn<x 6k’ J

<x:xcD. ç(x)<X}

is established, where Xn are the eigenfunctions of (1)—(2) problem.
The eigenvalues and eigenfunctions of L are obtained from those for certain, 

auxiliary problem in the whole space.
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