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ОБ ОПЕРАТОРЕ МАКСВЕЛЛА В ОГРАНИЧЕННОЙ 
ОБЛАСТИ ПРИ НЕКОТОРЫХ КРАЕВЫХ УСЛОВИЯХ

В настоящей работе изучается оператор Максвелла Т [1] в ог­
раниченной области для широкого класса краевых условий (самосопря­
женных и несамосопряженных). Доказывается, что при этих краевых 
условиях обратный оператор 7*՜*  вполне непрерывен.

Оператор Максвелла Т при несамосопряженных краевых условиях 
более частного вида рассматривался в статье Э. Р. Цекановского и 
автора [1]. В этой статье при изучении „задачи отражения“ принима­
лось, что затухающими видами колебаний можно пренебречь. Используя 
результаты настоящей работы, можно провести полный анализ „задачи 
отражения“ без каких-либо дополнительных физических допущений.

Автор благодарен М. С. Лившицу за постановку задачи и вни­
мание к ней, а также В. М. Адамяну и Э. Р. Цекановскому за крити­
ческие замечания при выполнении настоящей работы.

1°. Пусть Ձ — ограниченная область трехмерного пространства 
Е3 с кусочно-гладкой границей Г = 5 + Տ, где Ճ—гладкая выпуклая 
часть Г, a Е—плоская часть Г, охватываемая контуром I. Введем пря­
моугольную систему координат (Xlt Х2, Х3) таким образом, чтобы 
плоская часть поверхности Г—Е совпадала с плоскостью Хг О Х3) а 
ось ОХ3 была направлена во внутрь Զ.

Пространством Zj (2) назовем гильбертово пространство вектор- 
функций и° = (и? (л1։ х2), սշ (xlt х2)), определенных на Е։ компоненты 
которых квадратично суммируемы на Е; метрика в Zj (Е) определяется 
по формуле

(а°, w°)z = J (и?и? +սշօշ’) da. 

z
Рассмотрим в Լշ (Е) следующие подпространства:

М— замыкание в Լշ (Е) линеала М градиентов гладких функций;
Мо — замыкание в Zj (Е) линеала Мо векторов grad <р°, где <р°—гладкие 

функции и <p°|z =0;
М—замыкание в Z, (Е) линеала W гладких векторов и0, у которых 

div и0 = 0;

No — замыкание в Zj (Е) линеала No гладких векторов v°, у которых 
diy v° = 0 и (v°-n°)|/=0, где п0 — нормаль к I;

U замыкание в L2 (Е) линеала Ս гладких градиентов гармониче­
ских функций.
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Теорема 1. Всякий гладкий вектор /° можно представить 
как ортогональную сумму

Г = и0 ® V0 ® (1)

где u® £ Мо, v° С М» w° £ U; и0 ф w° £ М, v° ф w° £ N.

Теорема доказывается с помощью логарифмического потенциала и ре­
шения граничных задач для двумерного оператора Лапласа аналогич­
но тому, как это сделано в статье Э. Б. Быховского и Н. В. Смир­
нова [2].

Следствие.
^2 (Е) = Л/о ф Л-о ф U=M®N0 = M0@N. (2)

Пусть и0 — гладкий вектор из N. Как известно [3], его можно 
представить в виде

u° = grad ф° X п, (3)

где <р0 — гладкая на Е функция, а п — нормаль к Е. Если теперь на 
контуре I функция <р° обращается в нуль, то в нуль на I обращается 
(и0-^); верно и обратное. Следовательно, вектор-функции u°£7V0, v°£7V 
допускают представления:

и°=grad <р° X n. grad <р? £ Мо, (4)

v° = grad <рг X n, grad <р£ £ М. (5)

Из этих представлений следует, что

Л = М X п, = Мо X п, М — п X М, Мо — п X (6)

2°. Рассмотрим на Е совокупности функций (7т) и (Ст), которые 
являются системами собственных функций мембранных задач

ДТт+ Т°т =0, Т^;=0, 

Д&+Л&=о, ֊?֊ =о.
Оп0|г

Системы (7т) и (Ст) полны и ортогональны

Г V0 — ( °> т п (' Г° Г°*  °> тЧ=пI ТтТл — I | I ։»т Чл ио— 1
| 2 > — П, I 2 I ТП — 71и

Г I Нт Е I ''т
Введем вектор-функции

Рт— grad^m, F^n) = gradCm X И (т>1), (8)

Ст’ = пХ?гай 7т, Gm)=gradCm (т>1). (9)

Очевидно, ЧТО М,\ <№ £ ЛГ0. Нетрудно про­
верить, что
(Р(Д Р1,,)е = (РЙ’, РЙ1,)8=(СЙ,,С<Г))в=(СЙ). С(пл,)е = 8ия / °’ т^п. 

( 1, т = л
(10)
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Лемма 1. Системы вектор-функций (Г«?), (Fm'), (Gm*),  (G*», 1), 
образуют ортонор  мированные базисы в соответствующих подпро­
странствах: Мо, N, No, М.

Утверждение леммы следует из теоремы Грина и полноты систем 
(Тт), (С).

3°. Рассмотрим в области 2 следующие краевые задачи:
Afm = 0, fm|S = 0, fffl|S= (т > 1), (И)

ЛСт=0,^ =0, гт = & (т>1), (12)
On |s |s

где 7m, Cm (/п>1) — функции, рассмотренные в п. 2°. Введем вектор- 
функции

Wm = grad 7m, Wm) = gradCm (m>l). (13)

Легко видеть, что wJiP, wS' гармоничны в 2 и на поверхности Г вы­
полняются условия

Wm/|S = о, wL']|j = Fm’ , 

(W^-n)|S=0, W^|£ = G^, (14)

где f£>, gLA)— вектор-функции, определенные равенствами (8) и (9).
Лемма 2. Системы вектор-функций (w«), (wmJ) линейно незави­

симы и полны в Ult Uсоответственно.

Доказательство. Покажем,'что система (wm) линейно не­
зависима и полна в £/х. Пусть для т = М выполняется условие

Qi wH 4- a2w^e) 4----- 4- ам wj? =0,

тогда на Е справедливо равенство
at wJ'M------- Ь aiF'i'1 4- OgF^’4------- На.м F‘{? =0.

Система (FmJ) линейно независима, значит ax = a2 = • • • = a.» = 0, а, 
следовательно, линейно независимой является система (w^). Пусть 

gradipx^L/j и выполняется условие
J grad^Wm’t/2 = 0 (т>1), (15)

е
которое эквивалентно следующему

С^-7шЛ=0 (тп>1). (15а)
J On ___________ s

* U-! — замыкание в £։ (2) линеала £7։ гладких grad <р, где <? — гармонические

в 2 функции] и о =0; Ut—замыкание в £2 (2) линеала U. гладких grad d>, где 
Is

I дфт — гарлонические в 2 функции и “— =0 [1].
dn |S
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В силу полноты (7m) из (15а) следует, что =0, а поскольку 
дп s

= 0 и гармонична в области 2, то ?j = 0. Значит не существует 

ненулевого вектора из £/1։ удовлетворяющего условию (15). Система 
(w'm) полна в Ut. Аналогично доказывается утверждение леммы отно— 
сительно системы (wm1).

4и. Пусть grad Ф° £ 2И0> его разложение в ряд Фурье имеет вид

grad<I>0= 2 (grad Ф°, Fg’^Fg’.
т -1

Рассмотрим усеченную сумму этого ряда

(grad Фо)„ = 2 (grad Ф°, Fg’)s Fg’, (16)
zn~l

и поставим ему в соответствие вектор (grad Ф)л՛ £t71։ определенный 
рядом

N
^^ф)№ 2 (grad Ф°, FmJ)s Wm5, (17)

m—1
Из (16) и (17) следует, что (grad Ф)м(5, = (grad Ф0)^ Оператор, реа­
лизующий соответствие (grad Ф°)л -» (grad Ф)л', обозначим через Цг) . 
На основании неравенства для градиентов гармонических функций [1] 

(grad ip)2 dQ -С С J (grad ер0)2 da 

2 s

можно заключить, что С. Поскольку оператор определен 
на плотном множестве вектор-функций и является ограниченным; то 
его можно расширить на все Мо с сохранением нормы. Таким образом, 
оператор Г^, переводящий векторы из М° в £/ь имеет вид

= S (., F£’)s wg>, lira’ll < С. (18)
(m)

Легко видеть, что оператор , действующий из в Мо, предста­
вим в виде

rt*r= S(., w(^)aF^. (19)
(m)

Аналогично можно ввести операторы ГЕЛ) и Г^’:

if ’ = S (•» wg>, |]Г&Л)|] < С, (20)
(m)

ГГ = 2 (., wg’)B 6g>. (21>
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5°. Рассмотрим оператор Q = О — / rot 
i rot О

определенный

гладких соленоидальных в области 2 шестимерных векторах f —

на

Си}
Действие оператора Q на вектор-функции определяется формулой

— ։rotH\ (22j
i rot Е /

Пусть вектор-функции Е и Н на поверхности S удовлетворяют 
условиям

E/ls = 0, (H-n)|s-0, (23)

а на 2 — тангенциальные компоненты векторов Е и Н есть гладкие 
функции*.

* Гладкие векторы Е, Н, соленоидальные в 2 и удовлетворяющие условиям 

(23), принадлежат линеалам / и /։, где /—линеал гладких соленоидальных в 2 век- 

тор-функций, у которых Е^ =0, а /։— линеал гладких соленоидальных в 2 вектор-

Скалярное произведение векторов fx и f։ определим формулой

(fl, f։)a = J(E1-E;+ Hi-Нг) J2. (24)

Г. '4
Составляя разность билинейных форм и используя известное равенство 
div (Е X Н) — Н rot Е — Е rot Н, будем иметь

(Qfi, f։)o ֊ (f։, Qf,)«.՛ = - i Jn (E?r X Ни + E£ X H?/) da (25) 

s
(верхний индекс „0“ здесь и в дальнейшем означает, что векторы оп­
ределены на 2).

На основании теоремы 1 вектор-функции Ей, Н/z (г = 1, 2) можно 
представить в следующем виде:

е?/=е?;+ е?;, е?;см0, ей^ а=1,2),

и?,=н?; 4-н?;, н?; с м, н?; с и=1,2)- (26)

Тогда (25) можно переписать так

(Qfi, f.)a- (Л, Qfa)<-' =
= ֊ i J [E?; (НГХп)+Е?/'(НГХ n) + е£*(Н?;Х п)-|-E£‘ (H/°; xn)] da.

s
Нетрудно проверить, что при соотношениях вида

E?'=zX(H°/'xn),

H?’s=ix։(E?’Xn) (26') 

функций, у которых

II]. [2].
(Н-П) =0 

р
. Замыкание J я Jt в норме £։ (2) есть J и /։,
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разность (25) обращается в нуль. Числа и т-։ могут принимать зна­
чения по модулю от 0 до ос. Если = 0, то из (26) следует

Е?' = Н0' =0. (27)

Условия (26) и (27) можно переписать в базисах (РЙ1) и (Ст1), пола­
гая каждому свое значение х]т и г2т, т. е.

(Е?, РЙ’)» == /х1и ГН?, СЙ>)з,

(Н?, СЙ’)е = тт (Е?, Рй’)։, (т> 1) (26а)

(Е?, РЙ’Ь = (Н?, СЙ’) в = 0 (т>1). (27а)

6°. Пусть Н (2) = — гильбертово пространство вектор-

(Е \| с метрикой (24). Обозначим через А оператор (2 
Н /

(22), определенный на гладком линеале О (Л)
/Ел5 = 0; (Е°, РЙ,)а = О; \

£>(Л)-=| (тп>1) , (28)
\(Н п)|5-0; (Н?,СЙ))В=О; /

где ( РЙ’) и (Gm1) — ортонормированные базисы в Мо и М. Область 
определения оператора А плотна в Н (2). D(A) =Н(2).

Теорема 2. В гильбертовом пространстве Н(2) замыкание 
оператора А является самосопряженным и имеет вполне непре­
рывный. обратный А՜1.

Доказательство. Покажем, что А имеет обратный Л՜1. 
Пусть f £ D (Л) и Af = 0, тогда Е = grad <р, Н = grad ф, где «риф — 
гармонические в 2 функции, удовлетворяющие на Г условиям

d'b ։ л 
?|s = const, —— |== 0, 

дп |s

(grad/«p,j ГЙ1)в= (gradqip, G^))։ = ° (/»>!).

Поскольку (grad/«p))j։ £М0 и (grad/ ф)^ £ М, то р° = const и ф° — const, 
а, следовательно, Е = Н = 0 в 2, т. е. Л՜1 существует.

Пусть / Е'\теперь g = ( ~ гладкий вектор изН(2). Рассмотрим:
\ Н /

уравнение
Af = g,

или
—not Н = Е', 

i rot Е = Н'. (29)

* См. сноску на стр. 7.

348-4
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Векторы Е' и Н' единственным образом допускают представления 
[1]. (2]

Е' = — i rotH0,
H' = ։rotE0 (3°)

или в операторном виде

Оператор Л՜1 имеет вид [2]

g = Afo.

2,-2

(31) 
где г; и ; — гармонические в — 2 (2։ 2) функции, удовлетворяю-

_ , _ д~п п d-п ,, . _ д?
щие на Г։ + Г условиям — = 0, — = —(Н ։п)|г, — =и> т~ = 

дп |г, дп |г 0п|г, оп|г
= —(Е'-п)(Г> а 4 и <р— гармонические в 2 функции и на Г принимают 

значения: = ~ <Ро> Т" “ — (EOi-n)|j>, =— (Hoi-n)|S+s (функ-
On|E 0n|$+s

ция ф0 восстанавливается по ЕоП|$ [2]).
Для векторов Ео и Но справедливы оценки [1], [2]:

CJrotEo^L-), IHofl^j-CCilrotHolkca) **>

значит для оператора А-1 имеет место оценка

Из данной оценки и теорем вложения Соболева следует полная не­
прерывность оператора А՜1.

J—линеал гладких соленоидальных векторов, у которых (Е-п) =0, J
|S л

ли-

неал гладких соленоидальных векторов, у которых (Н • п)|$+ s =0- Замыкание и 

/л в £, (2) есть и /л [1], [2].
* * (2) — гильбертово пространство вектор-функди£, компоненты которых

квадратично суммируемы в 2 и имеют квадратично суммируемые обобщенные произ­
водные первого порядка; метрика определяется формулой

J J, zL, “xi>
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где Го = -Г^ 0 \ 
0 - Г?’ /

Введем оператор Г, который осуществляет соответствие: £—♦£?, 
где £ € И(2),Ъ°€4(2). В силу известного неравенства [4]: 

£? || 4,(1) -С И яг*  (□), оператор Г ограничен. Построим оператор

Аг = А-1д + г0 га֊>я, (32)

Нетрудно проверить, что оператор А (32)

переводит гладкие векторы £ из Н (2) в линеал О (Л), причем ЛА£ = £ ( 

следовательно Л = Л՜’. Таким образом
Л֊’ £ = Л՜1 я + ГоГА-։ £. (32а)

Расширяя по непрерывности на все Н (2) и обозначая это расши­
рение вновь через Л՜1, получим утверждение теоремы.

7°. Обозначим через В оператор (22), определенный на глад­
ких векторах £ таких, что Е и Н удовлетворяют (23) и (26а), а числа 
«1т и *ат  определены следующим образом:

,, _ 1 V, — ЛА)*1т — (7) > х2т--------Рт ,

где рт ------------------» рт = ----- » а —вещественный параметр
Ш И V*  — ш8

(со8<^тш (р?, *?)).  Значит область определения оператора В есть

/Е//, = 0; (Е?, РЙ’)в = ֊ (Н?, (ЦТ )а \

°(в) = Р” (т>1) <зз>
\ (Н и)), = 0; (Н°, сй’)в = ֊ £рЙ) (Е?, РЙ’)а /

Щв) =н(2).
Теорема 3. В гильбертовом пространстве Н (2) замыкание 

оператора В является самосопряженным и имеет вполне непре­
рывный. обратный В՜1.

Доказательство. Существование оператора В՜1 доказывает­
ся как и в предыдущей теореме. Рассмотрим на Е самосопряженные 
вполне непрерывные операторы и Л(А\ спектральные представле­
ния которых имеют вид

*(,)= 2Л)С> Гт)вГт ,
(т) Рт

/?(*)=  2 РЙ’ (.,0^)3 СЙ’. (34)
(т)

С помощью операторов и ГоЛ), рассмотренных в
п. 4°, построим операторы
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К^= Г(5> Я(е) = 2 (., *Й ’)а *« ’,
(т) рт

4А,=г{>А)/г(А)г^= 2 рй’(., А *4 А>. 05)
(/п)

Очевидно, что К^е> действует в 11^, а К(|А) — в £/8 и являются само­
сопряженными вполне непрерывными операторами.

Рассмотрим вектор-функцию
£ = Д՜1 ? + Ко8г, (36)

где £ — гладкий вектор из Н (2), Ко _ / _ к4* ’ О
к о -4А) Легко проверяет­

ся, что вектор-функция, определяемая (36), принадлежит линеалу О (В),
а также

В( - В (Д֊‘,+ Ко) ? = Я-
Таким образом

В֊'ц = Д-^ + КоЯ. (37)
Выполняя операцию продолжения оператора В՜' по непрерывности на 
все Н (2), получим окончательное утверждение теоремы.

Введем вектор-функции: 

тогда оператор В՜1 примет вид

В֊1 = Д-1 + А 2 (., УЙ’ У]т чЯ + А 2 (., уй})а , (39) 
2 (т) • 2 (т)

где }т = —1 (т>1).
8°. Рассмотрим теперь случай, когда (*1<Сн?)-  В этом

(Л) — (Л) (г) -случае р1 = . =-, все остальные рт и рт по-прежнему будут
у V; — ш*

действительными числами. Обозначим оператор Максвелла (22), опре­
деленный на гладком линеале (33) с учетом того, что &?<Сш*<С р-? (°?<^1Л1)» 
через Т\.

/Е/|, =0; (Е?> Р<?)в= - 4) \

I /»»о /с® 1?(Л)\ / 1 \ I (40)
I (**/> 1л/п )в — — /рт (Е/, гт )в \т 1) I.
\(Нп)|,=0; (Н?, С|А))1 = -р(1А)(Е?,РН։ '

Оператор Тх в рассматриваемом случае является несамосопряженным. 
Область определения ^(7^) плотна в Н (2). Повторяя рассуждения 
п. 7°, получим следующую теорему.

Теорема 4. Несамосопряженный, оператор Тг имеет вполне 
непрерывный обратный Т\Х, допускающий представление
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Л՜’ = ВГ։ + -^- (., у5А))а /у(А> (/ - ֊1), (41)

где В\ 1—самосопряженный, оператор вида

ВТ՝-А-< + ^ £(., у'").../«у? +± у (., ¥»>)։/. у«> 
2 т-1 2 «1-2

(/т= — 1).
Сопряженный оператор (7Г՛)*  = 71՜1 имеет вид

Гг^вг1—|(., (У=-1).

Нетрудно теперь проверить, что 7i определяется теми же граничными 
условиями, что и оператор 7\ (40), с той лишь разницей, что р1Л) имеет 
противоположный знак.

9°. Выше (п. 7°) мы получили самосопряженный оператор В-1(39), 
действующий в Н (2) и зависящий от вещественного параметра и»; 
обозначим этот оператор через Вй . Расположим числа (\„) и (р-m) в 
общую последовательность (ит) в порядке возрастания. При всех зна՜ 
чениях ш, удовлетворяющих условию

шг<^и1։ (uj = min (у?, P-i)),

получим семейство самосопряженных операторов вида (39). Если и 
удовлетворяет неравенству то оператор Вй1 становится
несамосопряженным 77՛ (п. 8°) вида (41). Вообще говоря, при всех 
ш, удовлетворяющих условию ш։^>и? будем иметь семейство несамо­
сопряженных операторов 77՝.
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Հ. Գ. ՋԵհԵՏԱՆ

ՍԱՀՄԱՆԱՓԱԿ ՏԻՐՈՒՅԹՈՒՄ ՄԱՔՍՎԵԼԻ ՕՊԵՐԱՏՈՐԻ ՄԱՍԻՆ 
ՄԻ ՔԱՆԻ ԵԶՐԱՅԻՆ ՊԱՅՄԱՆՆԵՐԻ ԴԵՊՔՈՒՄ

Ամփոփում

Ներկա աշխատանքում սւսումևասիրվում է Մաքսվելի T օպերատորը 
սահմանափակ տիրուլթում մի քանի ինքևահամ ա լուծ և ոչ ինքնահամ ա լուծ 
եզր ալին պա լմանների դեպքում։

Ապացուցվում է, որ տլդպիսի եզրա լին պա լմանն երի դեպքում T օպե*  
րատորը լիովին անընդհատ է։ Օգտագործելով ներկա աշխատանքի արդլունք֊ 
ները> կարելի է տալ ալիքատարների տեսութլան մեջ Փանդրադարձման խնդրի*  
[1] վեր լուծ ութ լուն ը առանց որևէ լրացուցիչ ֆիզիկական ենթադրու֊
թլան։
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G. G. GEBEYAN

ABOUT THE MAXWELL’S OPERATOR IN THE LIMITED 
DOMAIN WITH CERTAIN BOUNDARY CONDITIONS

Summary

In this paper the Maxwell’s operator with self-adjoint and non self- 
adjoint boundary conditions is studied. The inverse operator’s are found 
and their compactness established. The results obtained are Japplyed to 
the „reflection problem“ in the waveguide theory [1] when no additio­
nal assumption about the damping sorts of oscillations is made.
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