
УДК 576.095.38

Изучение симбиотических и антагонистических взаимоотношений 
в биосистеме “микроб-хозяин” с использованием математической 

модели “хищник-жертва”

Р.Р. Гюлбудагян, С.П. Кочарян, А.М. Мхитарян
• Лаборатория хронобиологии и хронопатологии НИЦ ЕрГМУ

375025 Ереван, ул. Корюна, 2

Ключевые слова՛, симбиоз, антагонизм, микроб, колебания, периодичность

Еще в 1964 г. Ф. Бернетом [1] была выдвинута ги
потеза, по которой фатальные инфекционные болезни 
представляют собой экологические катастрофы, кото
рые имеют случайный характер. В процессе эволюции 
в организме хозяина паразиты-микроорганизмы не 
стремятся к экстремальным мерам, так как болезнь и 
тем более смерть макроорганизма хозяина угрожает 
их существованию.

Исходя из полученных коллективом НИЦ ЕрГМУ 
многочисленных экспериментальных данных на уров
не анаэробных микроорганизмов (сапрофиты, услов
нопатогенная микрофлора), выдвигается модель 
“хозяин-микроб”, которая основана, по крайней мере, 
на двух основополагающих принципах, выдвинутых 
А. В. Зильфяном [2], заключающаяся в том, что в пре
делах конкретных межмикробных ассоциаций в сим
биотических и антагонистических взаимоотношениях 
микроорганизмов, инфекционный процесс является 
следствием нарушения “динамического” равновесия 
их эволюционного формирования связей:

1. В свою очередь, изменения гомеостаза, которые 
вызваны разными экзо- и эндогенными факторами 
неинфекционного типа, могут привести во взаимоот
ношениях как на уровнях микробных ассоциаций, так 
и микро- и макроорганизмов к индукции процессов 
инфекции.

2. Существует биологическая выгодность состоя
ния мирного сосуществования между микробными 
ассоциациями и живым организмом, которое сформи
ровано в процессе эволюции и сохраняет оптималь
ные условия функционирования микроорганизмов, с 
одной стороны, и обеспечивает устойчивость интегра
тивных функций организма хозяина - с другой.

Для описания и доказательства этих принципов 
целесообразно, на наш взгляд, использование матема
тической модели [5-8].

Применяемые модели могут быть самыми разнооб
разными - от описательных эмпирического типа, до 
моделей общего характера, которые описываются 

дифференциальными уравнениями. В свою очередь, 
эти модели могут иметь характер одновидовых, двух
видовых и, в общем случае, - N-видовых в зависимо
сти от соответствующей биосистемы, которая подле
жит исследованию. Для изучения популяционных 
свойств в биосистеме “микроб-хозяин" можно ис
пользовать модели одного вида, как, например, широ
ко известная модель Мальтуса. Модели для одного 
вида позволяют внести некоторую ясность в механизм 
возбуждения колебаний, например, - в механизмы 
саморегуляции плотности популяции. Совершенно 
очевидно, однако, что никакой организм не может 
жить в полной изоляции от других, а существуя в од
ной биосистеме хозяина, микробы часто конкуриру
ют. Конкуренция происходит из-за таких ограничен
ных ресурсов, как пища, пространство, вода и т. д., и в 
некоторых случаях один вид может уничтожить дру
гой, скорее, с целью защиты, а не для использования в 
качестве источника пищи.

Своеобразные проявления межвидовых взаимодей
ствий свойств в биосистеме “микроб-хозяин” иллюст
рируются на примере двухвидовых моделей “хищник 
- жертва".

Одно из важных проявлений межвидовых взаимо
действий - это выявление условий, при которых меж
ду видами устанавливается состояние мирного сосу
ществования. Причем наибольший интерес представ
ляет тот факт, что выявленное состояние мирного со
существования видов имеет в определенных условиях 
асимптотически устойчивый характер.

Другим важным фактом является то обстоятельст
во, что динамика изменения в реальном времени чис
ленности или биомассы жертв и биомассы хищников 
обладает свойством периодичности.

Все эти утверждения могут быть распространены 
на конкретные биосистемы лишь в том случае, когда 
существует достаточная адекватность биосистемы и 
математической модели, описывающей эту биосисте
му. Иными словами, появляется необходимость пра-
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вильного выбора объекта исследования.
В работе построен математический формализм в 

виде математической модели, описываемой конкрет
ным дифференциальным уравнением. Выбранная сис
тема дифференциальных уравнений решена двумя 
математическими способами.

Первый способ заключается в применении готовой 
математической программы (пакет “Математика-3”) 

для решения дифференциальных уравнений.
Второй способ заключается в построении матема

тического алгоритма решения выбранного дифферен
циального уравнения.

Модель “хищник-жертва” описывается системой 
двух дифференциальных уравнений первого порядка 
и имеет следующий вид:

dN ■> , ч— = 7У֊у№֊РФ(дО , 
di (1)
dP 
dt

= -jP + ^(N) ■

В уравнениях (1) сделаны следующие обозначе
ния:

N - биомасса или численность “жертв”;
Р - биомасса или численность "хищников”.

В данной модели учтена конкуренция между 
“жертвами”. Эта конкуренция описывается функцией 
<D(N), которая имеет в данном случае следующий вид:

ф(#) = N
1 + aN

Таким образом, а - коэффициент конкуренции классической модели Вольтерры.
между "жертвами”. Вычислено значение параметра бифуркации V, при

V, у, 5, а - положительные константы. переходе которого через критическое значение
Отметим, что модель (1) является модификацией

#у*фх
Vc ՜ Тй^ф7^/) > (2)

в сторону v<vc происходит бифуркация рождения 
цикла, причем предполагается, что коэффициенты, 
входящие в систему дифференциальных уравнений 
(1), таковы, что vc существует и имеет положительное 
значение.

С применением теории бифуркации рождения цик
ла [8] решена система дифференциальных уравнений 
относительно биомассы “жертв” N и “хищников” Р и 
получен следующий алгоритм:

N=N. +£ с օտ-
121 2Ф

Փ cos—----- ճ , 1 Бл 1 • 4;ff Ф* УГ+—Р,Ф —<Й> տտ-------------- г
I е 2 2 ) Т 4 Փ ’

1~ 1
2 2

ԺՀՓ' ------- Im z.
ճ?0

(3)

(4)

Определен также период устойчивых колебаний N(t) и P(t), который имеет следующий вид:

+ °(Й) • (5)

Первым способом с применением известного паке
та программы “Математика-3” решена дифференци

альная система и получены графические образы реше
ния.
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Соответствующие графики приведены на рис. 1, 2. 
На этих графических рисунках даны значения коэф
фициентов v, у, 5, а, которые выбираются эмпириче
ским путем, чтобы выявить антагонистический харак
тер поведения “хищника” и “жертвы”, которые явля
ются следствием фактора конкуренции между 
"жертвами", причем количественной характеристикой 
конкуренции является коэффициент а.

Как видно из рис. 1, вследствие антагонизма 
“жертвы” N исчезают, и остаются “хищники” Р.

Из рис. 2 следует, что “хищники" и “жертвы” име
ют устойчивый периодический характер, который со 

временем преобразуется к постоянному виду.
Однако, как следует из рисунка, отношения между 

видами начинают развиваться по сценарию “мирного 
сосуществования”, иными словами, проявляется их 
симбиотический характер, который выражается почти 
устойчивым периодическим изменением как 
“хищников”, так и “жертв". Иначе говоря, "хищники" 
и “жертвы" дополняют друг друга.

Надо отметить, что все эти процессы зависят от 
начальной численности “жертв” - N(0) и "хищников” 
- Р(0), где N(0) и Р(0) - их соответствующие значения 
в начальный момент реального времени (է =0).

Рис. 2
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Все указанные результаты поведения антагонисти
ческого и симбиотического характера получены пер
вым способом с применением программного пакета 
“Математика-3”.

Однако несмотря на важность полученных резуль
татов при изучении антагонизма нужно отметить не
которые недостатки этого метода. Во-первых, все ука
занные сценарии, приведенные на рис. 1, 2, зависят от 
начальных условий N(0) и Р(0). Во-вторых, устойчи
вость решений биомасс "хищников” - P(t) и “жертв” - 
N(t) не гарантирована. В-третьих, аналитически не 
вычисляется период динамики изменения решений 
видов при симбиозе.

Все эти ограничения снимаются при исследовании 
симбиотических сценариев вторым способом с приме
нением алгоритма (2)-Հ5), построенного автором ста
тьи.

На основе алгоритма (2)-(5) реализована матема
тическая программа с применением пакета 
“Математика”, что позволяет решать систему диффе
ренциальных уравнений (1) относительно биомасс 
"хищников” - P(t) и “жертв” - N(t) в зависимости от 
коэффициентов v, у, 6, а.

Отметим, что указанный алгоритм, заложенный в 
основу математической программы, также позволяет 
исследовать в биосистеме “хищник-жертва" условия, 
при которых между видами возможно “мирное сосу
ществование”, причем это состояние имеет асимпто
тически устойчивый характер, и аналитически вычис
лить период изменения численности "жертв” и 
“хищников”.

Из асимптотической устойчивости решений N(t) и 
P(t) следует, что эти решения не зависят от начальных 
условий - N(0) и Р(0).

Рис.З
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С использованием построенной программы полу
чены графические решения N(t) и P(t) при определен
ных значениях коэффициентов v, у, 8, а. Эти резуль
таты приведены на рис. 3, 4. На этих графиках указа
ны вычисленные значения периодов, которые соответ
ственно равны Т = 14,5265 и 26,3386.

Таким образом, разработана математическая про
грамма для исследования симбиотических взаимоот
ношений в биосистеме “хищник-жертва”, иными сло
вами, построен математический автоматизированный 

формализм.
В заключение отметим, что построенный матема

тический формализм на уровне математической моде
ли "хищник-жертва” на разных биосистемах “мик
роб-хозяин", в частности, “резидентные микробы- 
хозяин" в биосистеме при экстремальных условиях 
может описать симбиотические и антагонистические 
взаимоотношения и выявить характер возникновения 
инфекционных болезней.

Поступила 18.09.03

Սիմբիոտիկ էո անտագոնիստական փոխազդեցությունների հետազոտությունը «մանրէ-տեր» կենսահամակարգում* «գիշատիջ֊զոհ» մաթեմատիկական մոդելի կիրառմամբՌ. Ռ. Գյուլբուդաղյան, Ս. Պ. Քոչարյան, Ա.Մ. Մխիթարյան
Տիրոջ օրգանիզմում մանրէնային համակեցություններում սիմբիոտիկ և անտագոնիստական փոխազդեցություններն ուաո մնասիրելու նպատակով մշակվել է Վոլտեոայի ձևափոխված մոդել, որը նկարագրվում է դիֆերենցիալ հավասարումների համակարգով: Բիֆուրկացիայի տեսության կիրառ- մամր լուծվել է հավասարումների համակարգը և որոշվել են «գիշատիչ», «զոհ» կենսազանգվածների ժամանակային փոփոխությունների բացահայտ տեսքերը և բացահայտված են այն պայմանները, 

որոնց դեպքում այդ փոփոխություններն ունեն միաժամանակյա պարբերական բնույթ, որոնք հանդիսանում են սիմբիոտիկ փոխազդեցությունների հիմքը:Համակարգը լուծված է նաև երկրորդ եղանակով, օգտագործելով «Մաթեմաաիկա-4» փաթեթը, մանրէնային համակեցություններում անտագոնիստական փոխազդեցությունները ուսումնասիրելու համար:

Investigation of symbiotic and antagonistic interrelations 
in “microbe-host” biosystem using the mathematical model “predator -prey”

R.R.Gyulbudaghyan, S.P. Kocharyan, A.M. Mkhitaryan

In order to study the symbiotic and antagonistic inter
relations in microbial associations of host organism it is 
designed the modified Volterra's s model, described by a 
system of differential equations. This system of equations 
is solved by means of bifurcation theory. The analytical 
form of the "predator" and "victim" biomasses changes 
during the time is determined. Besides, there are revealed 
the conditions under which these changes have a simulta

neous periodic nature, forming a base for symbiotic rela
tions.

There are presented also the solutions of equations 
system for the study of microbial associations' antagonis
tic relations in another way, using the "Mathematics-4" 
package.
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