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Введение. В математическом моделировании физических явлений 

важнейшую роль играет выбор граничных условий. При изучении процес-
са распространения волн в упругих твердых телах принимается одно из 
предположений: границы тела жестко закреплены или границы тела сво-
бодны. Однако на практике существует множество ситуаций, когда нельзя 
пренебречь реальными свойствами сред, окружающих тело. Условию сво-
бодных лицевых поверхностей соответствует равенство нулю напряжений 
на границе; условиям закрепленных лицевых поверхностей – равенство 
нулю перемещений на границе. Оба эти граничныe условия являются в 
большинстве случаев очень хорошим приближением, но иногда необхо-
димо принимать в расчет более общее взаимодействие на границах сред. 
Обобщая, можно ввести условия упруго закрепленных границ, где в одном 
случае получаем свободные границы, а в другом – жестко закрепленные 
[1-4]. В [6-8] исследованo распространениe волн в упругих телах с импе-
дансными граничными условиями (на границе полупространства нормаль-
ное и касательное напряжения линейно изменяются с соответствующей 
составляюшей перемешения, умноженной на частоту). Коэффициент, ко-
торый связывает напряжения с соответствующей составляюшей переме-
шения, принимает только реальные значения. Отметим,что кроме коэффи-
циента там присутствует и частота колебания. В общем случае импеданс 
выражается как [9]: 1 2Z Z iZ  , где i  – мнимая единица. Действительная 
часть, так называемое активное акустическое сопротивление, определяется 
диссипацией энергии в самой акустической системе и потерями на излу-
чение звука. Мнимая часть, так называемое реактивное акустическое 
сопротивление, является следствием наличия в акустической системе сил 
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упругости или инерции масс. Поэтому реактивное сопротивление бывает 
упругим или инерционным. Наличие частоты говорит о том, что гранич-
ное условие должно быть комплексным выражением, и поэтому в настоя-
щей статье предлагается модель для исследования распространения волн в 
упругих телах (полупространство с тонким слоем), где на внешней  грани-
це слоя касательное напряжение линейно меняется с соответствующей со-
ставляюшей скорости. 

1. Постановка задачи. Рассматриваются чисто сдвиговые упругие 
волны в системе слой – полупространство. Полупространство из упругого 
материала в прямоугольной системе координат (x, y, z) занимает область 

   , , , 0,x z y     , а слой – область    , , , ,0x z y h     . Величины, 
относящиеся к слою, будут отмечаться индексом 1, соответствующе вели-
чины для полупространства будут без индексов. 

Уравнение чисто сдвиговых волн в слое имеет вид [5] 
   1 1 2
13 23 1

1 2
w

x y t
    

 
  

,       (1.1) 

где  
   1 11 1
13 1 23 1,w w

x y
    

 
 

.                                (1.2) 

Соответствующее уравнение и материальные связи для полупростран-
ства следующие: 
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 13 23,w w
x y

    
 

 
.    (1.4) 

Предполагается, что на внешней границе слоя задано условие 

 1 1
23 0 0w

t
  

 


    при y=-h .           (1.5) 

На плоскости контакта слоя и полупространства принимается непре-
рывность перемещения и напряжения 

 𝑤ଵ ൌ 𝑤 , 𝜎ଶଷ
ሺଵሻ ൌ 𝜎ଶଷ ,   при y=0.     (1.6) 

Требуется найти решения уравнений (1.1), (1.3), удовлетворяющие 
граничным условиям (1.5), (1.6) и условию затухания 

lim௬→ஶ 𝑤=0.     (1.7) 
2. Решение краевой задачи с граничным условиeм (1.5). Решение 

волнового уравнения (1.3) с учетом (1.4) представляется в виде [5] 
 

𝑤 ൌ 𝐴𝑒௬ exp 𝑖ሺ𝜔𝑡 െ 𝑘𝑥ሻ,    (2.1) 
где 

𝑝ଶ െ ሺ1 െ 𝜂ଶሻ=0  𝜂 ൌ ఠ


 2

tc 


 .   (2.2) 
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Для того чтобы решение (2.1) удовлетворяло условию затухания (1.7), 
необходимо, чтобы имело место неравенство 

ℝ𝕖𝑝 ൏ 0.      (2.3) 
В случае волн Лява ( 0 0  ) получается 𝜂ଶ ൏ 1 и 𝑝 ൌ െඥ1 െ 𝜂ଶ , т.е. 

для p получается действительное значение. 
Если принять комплексные выражения 

𝜔 ൌ 𝛼ଵ  𝑖𝛽ଵ, 𝑝 ൌ 𝑟  𝑖𝑞,   (2.4) 
то условию затухания будет удовлетворять корень уравнения (2.2) 

𝑝ଵ ൌ െΓ  𝑖𝛼𝛽
Γൗ .            (2.5) 

В (2.5) приняты новые обозначения: 
𝛼 ൌ ఈభ


,        𝛽 ൌ ఉభ


, 

Γ ൌ
ଵ

√ଶ
ቂ1 െ 𝛼ଶ  𝛽ଶ  ඥሺ1 െ 𝛼ଶ  𝛽ଶሻଶ  4𝛼ଶ𝛽ଶቃ

ଵ
ଶൗ
.   (2.6) 

 
При этом решение (2.1) при 𝑝 ൌ 𝑝ଵ из (2.5) будет удовлетворять усло-

вию затухания, если 
0 ൏ 𝛼ଶ ൏ 1  𝛽ଶ.     (2.7) 

Примем, что слой достаточно тонок по сравнению с длиной волны. 
Запишем уравнение (1.1) в виде 

 

      
 12 2

1 23 1
1 12 2

w w
x y t

   
 

  
.     (2.8) 

Для уравнения (2.8) примем, что  1 1 ,w w x t , и после этого проин-

тегрируем его по y от h до 0; с учетом граничных условий (1.5) и (1.6) 
получим 

2 2

1 0 12 2 0w w w wh h
x y t t

      
   

   
 при 0y  .             (2.9) 

 
Таким образом, для определения постоянного A решения (2.1) полу-

чили граничное условие (2.9).               
3. Дисперсионное уравнение и численные результаты. Из (2.1) и 

(2.9) при значении корня 𝑝 ൌ 𝑝ଵ из (2.5) получим дисперсионное урав-
нение, которое после разделения на действительную и мнимую части пре-
образуется к системе алгебраических уравнений относительно искомых 
безразмерных параметров ,   
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  2 21 ,Γ 0
Γ

Γ+2 HΓ 0.

H    

  





   





                          (3.1) 
В (3.1) введены обозначения 
 

2
2 1
1 2

1 1

,   ,     t 0 t
t *

t 1 1

c α c μ ρc kh= H, α = ,  γ= ,  δ= .
c μ μ ρ

 


   

Из (3.1), когда частота   действительная, следует 0  , и решение, 
удовлетворяющее условию затухания (1.7), существует, если  > 1. 

При подстановке решения (2.1) в граничное условие (2.9) получается 
дисперсионное уравнение для полупространства с тонким слоем с гранич-
ным условием (1.5) 

 2 21 1 0H i         .                  (3.2) 

Если 0  , то из (3.2) получается дисперсионное уравнение задачи  
Лява для полупространства с тонким слоем, которое имеет действительное 
решение, удовлетворяющее условию затухания (1.7) при  > 1. Уравнение 
(3.2) запишем в виде 

  1 211 1
1

H i     



   


.  (3.3) 

Запись (3.3) удобна для нахождения корня уравнения (3.2) методом 
последовательных приближений: 

     1 2
1 1

1

11 1
1n n n

n

H i     



  



   


.                  (3.4) 

 
α* 

γ 
1 1.5 

0.01 0.9574-0.0042i 0.9688-0.0044i 
0.05 0.9572-0.0208i 0.9686-0.0219i 
0.1 0.9565-0.0417i 0.9678-0.0439i 
0.5 0.9345-0.2083i 0.9437-0.2193i 

 
Численные решения уравнения (3.2) при значениях параметров 
2,  0.1,   1H     и 1.5  в зависимости от  , которое характери-

зует линейное изменение касательного напряжения от соответствующей 
составляюшей скорости, приведены в таблице. 

Таким образом, наличие на внешней границе слоя условия (1.5) (по-
лупространство с тонким слоем) приводит к незначительному усилению 
затухания по глубине. 
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4. Решение краевой задачи с импедансными граничными услови-
ями. Теперь рассмотрим задачу Лява с импедансными граничными усло-
виями (на границе полупространства нормальное и касательное напряже-
ния линейно изменяются с соответствующей составляюшей перемешения, 
умноженной на частоту) [6-8]. Граничное условие (1.5) заменяется на 

 
         1

23 1 0w       при y h  .           (4.1) 
 

Здесь   – частота ( R ), Z R ( Z const ). Условие (4.1) соответ-
ствует следующей модели: упругий слой покрыт бесконечно тонкой мем-
браной, допускающей свободные нормальные перемещения на границе и 
препятствующей касательным перемещениям. Отметим, что при 0Z   из 
(4.1) имеем слой со свободной от напряжений границей, а при Z   – 
слой с закрепленной границей. 

Удовлетворяя решениям (2.1) и (2.8) и граничным условиям (1.6) и 
(4.1), получим дисперсионное уравнение 

 

        
2

2 1
2

2 2
1

11
1

1 1

Z
ktg kh

Z
k


 

 
  




 
 

 

 .                      (4.2) 

 
Из (4.2) при 0Z   получается дисперсионное уравнение задачи Лява 

[5]. 
Для полупространства с тонким слоем дисперсионное уравнение за-

пишется в виде 
  

       2 2

1

1 1 tZc
H H
   


     .                            (4.3) 

 
При 0Z   уравнение (4.3) имеет действительное решение 21 1


  , 

удовлетворяющее условию затухания (1.7), если > 1. Уравнение (4.3) при 
Z R не имеет действительного решения. Следовательно, для полупрост-
ранства с тонким слоем с импедансными граничными условиями (4.1) 
сдвиговые упругие волны не сушествуют. 

Заключение. Таким образом, показано, что для полупространства с 
тонким слоем с импедансными граничными условиями сдвиговые упругие 
волны не сушествуют, в то время как в рассмотренной структуре (полу-
пространство с тонким слоем), где на внешней границе слоя касательное 
напряжение линейно изменяется с соответствующей составляюшей скоро-
сти, сдвиговые упругие волны сушествуют. На основе исследования упро-
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щенных уравнений  проанализирован волновой процесс в рассмотренной 
структуре. 
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The model is offered for the study of wave propagation in elastic bodies (half-
space with a thin layer), where the shear stress on the outer boundary of the layer varies 
linearly with the corresponding component velocity. 
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