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Введение. Многолетний опыт проектирования и эксплуатации много-

этажных зданий и сооружений показывает, что для обеспечения их проч-

ности и надежности недостаточно проведения расчетов на статическую и 

динамическую прочность при малых колебаниях. Существующие методы 

описания колебательных процессов справедливы лишь для колебаний с 

малыми амплитудами. В истории известно немало крупных катастроф и 

разрушений, произошедших из-за неучёта непонятных и неизвестных ди-

намических явлений, вызывающих потери устойчивости всего сооружения 

или его частей. При поперечных колебаниях высотных зданий, особенно 

при землетрясениях, амплитуды колебания иногда достигают существен-

ных величин, вызывая трещины, а порой и разрушения.  
При поперечных колебаниях высотных зданий и сооружений с боль-

шой амплитудой (например, при 9-балльном землетрясении наблюдалось 

отклонение вершины 9-этажного здания на величину одного метра и бо-

лее) произвольное поперечное сечение здания перемещается помимо гори-

зонтального также и в вертикальном направлении. При малых колебаниях 

этим явлением пренебрегают, а при колебаниях с большой амплитудой та-

кое пренебрежение может привести к катастрофе. Это явление приводит к 

возникновению нелинейных инерционных сил. Приоритетные задачи по 

осуществлению современных методов исследований колебательных про-

цессов с учетом нелинейной инерционности берут начало в знаменитых 

трудах А.М. Ляпунова и А. Пуанкаре [1, 2], и для колебательного дви-

жения уравнение нелинейных колебаний представлено в виде  

( ) ( )02 , , .y k y y y y y y tω ϕ+ ⋅ + ⋅ + =ɺɺ ɺ ɺ ɺɺ ɺɺ  

Нелинейная инерционность такого типа отмечена и в других работах 

[3-8], также с функцией нелинейной инерционности в неявном виде. Необ-

ходимость учета нелинейных инерционных сил при исследовании динами-
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ки и устойчивости высотных зданий и сооружений была отмечена и в ра-

ботах И. И. Голденблата [10], где указывалoсь на чрезвычайную важность 

их учета, особенно при исследовании сейсмостойкости высотных зданий и 

сооружений. 

Постановка задачи. Для того чтобы перейти к понятию нелинейной 

инерционности, рассмотрим простую задачу. 

Пусть упругий однородный стержень (балка) постоянного сечения с 

длиной l  защемлен в грунте. При колебании грунта с амплитудой y  бу-

дет колебаться и балка с распределенной по длине массой в плоскости  

xOy  (плоскость рис. 1). Если мысленно перенести балку на величину 
0

y  

(рис. 1), то по инерции произвольное сечение ее будет перемещаться по 

направлению движения, вызывая ее прогиб на величину y . Рассмотрим 

упругую защемленную в грунте балку с распределенной по длине массой. 

В недеформированном состоянии балка занимает вертикальное положение 

AO  (рис.1). В процессе изгибных колебаний произвольная точка балки пе-

реместится из положения K  в 1K с координатами
 xx u−

 
и y . Если принять 

y  за величину первого порядка малости, то при условии нерасторжимости 

стержня разность между абсциссой точек K  и 
1

K
 
окажется величиной 

второго порядка малости. Обычно при малых колебаниях этой величиной 

пренебрегается. 

 

 
 

Рис. 1. Балка, защемленная одним концом в грунте, с распределенной по длине 

массой. 

 

Перемещение произвольного сечения, изображаемого точкой ,K  на 

величину y  за счет деформации изгиба балки приведет к ее перемещению 

в вертикальном направлении на величину xu
 
(рис.1). В этом случае воз-

никает дополнительная вертикальная сила x xN m u′∆ = ⋅ ɺɺ , где m′ – масса еди-

ницы длины балки (
m

m
l

′ = , m – масса балки). Величину xu
 
можно найти 

как разность между первичной длиной балки l  и проекцией искривленной 

балки по направлению вертикали [5] 
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2

0 0

cos 1 1 .

l l

x

dV
l dx l dx

dx
u θ

   = − = − − ⋅    
∫ ∫ɺ

                          

(1)

 
Разложив радикал в ряд  

2 2 4
1 1

1 1 ...
2 8

dV dV dV

dx dx dx

     
− = − − −     
     

 

и интегрируя его, получим 
2 4

0 0

...
2 8

l l

x

l dV l dV
u dx dx

dx dx

   
= + +   

   
∫ ∫ ,                                (2)  

Здесь V – фундаментальная функция [3] 

( ), sin .
2

x

x
V V u t y

l

π
= = ⋅

                                         
(3)

 
Подстановка (3) в (2) дает 

2 4
2 4

3

3
...

4 64
xu y y

l l

π π
= ⋅ + ⋅ ⋅ + . 

Пренебрегая остальными членами ряда, кроме первого, и продиффе-

ренцировав 
xu
 
дважды по времени, получим 

( )
2

2
.

2
xu y y y

l

π  = ⋅ +
 

ɺɺ ɺɺ

                                                    
(4)

 
С учетом (4) вертикальная сила инерции будет  

( ) ( )
2 2

2 2

2
.

2 2
x

m m
N y y y y y y

l l l

π π   ∆ = ⋅ ⋅ + = ⋅ +
   
ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ

                      
(5)

 
Приняв во внимание равномерность распределения массы по длине 

балки и основываясь на вариационных принципах Галеркина – Остро-

градского, уравнение колебания представим в виде 

( )
4 2

04 2
.

x

d V V V
N m my t

x xdx t

∂ ∂ ∂ 
′Εℑ + ∆ ⋅ + ⋅ = 

∂ ∂ ∂ 
ɺɺ                            (6)                                    

   

С помощью вариационного метода Галеркина уравнение (6) с учетом 

(3) и (5) можно привести к обыкновенному дифференциальному уравне-

нию вида                                    

( ) ( )
22

0 1 02 ,y y y y y y y tω χ  + + ⋅ + =
 

ɺɺ ɺɺ ɺ ɺɺ  

где                              2

0 4

3
;

m l
ω

Εℑ
=

′ ⋅
1 2 2

1 5
.

34 8

m

l m

π
χ

π

 
= − ′⋅  

                                 (7) 

Влияние силы нелинейной инерционности балки с распределенной 

массой мажно заменить эквивалентной массой, сосредоточенной на сво-

бодном конце балки. Тогда для балки с массой, сосредоточенной на сво-

бодном конце, уравнение колебания без учета сопротивлений будет иметь 

вид 

( ) ( )0
, , .

c
y y y y y y t

m
ϕ+ + =ɺɺ ɺ ɺɺ ɺɺ                                       (8) 
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Вертикальное перемещение сосредоточенной массы можно найти, как 

и прежде, из выражения 
2

2 ,
4

xu y
l

π
= ⋅  

тогда будем иметь 

 

( )
2

2
.

2
x

u y y y
l

π  = ⋅ +
 

ɺɺ ɺɺ ɺ                                             (9) 

С учетом (9) уравнение колебания балки с сосредоточенной массой на 

конце будет иметь вид  

( ) ( )
22

02 ,y y y y y y y tχ  + Ω + ⋅ ⋅ + =
 

ɺɺ ɺɺ ɺ ɺɺ                              (10) 

где 
2

2 2 2

0 0 3

3
1 ; ,

3

mgl E

E ml
ω ω

  ℑ
Ω = + = 

ℑ 

2

2
.

4l

π
χ =  

Если сравнить значение 1  χ
 
для случая балки с распределенной мас-

сой со значением χ для случая балки с сосредоточенной на свободном кон-

це массой, то можно распределенную массу балки заменить эквивалент-

ной массой, сосредоточенной на свободном конце балки, и тогда эквива-

лентная масса будет равна  

2

1 5
.

3 8

m
m

ππ
∋

 
= − ⋅ 
   

  

Уравнение (10) с учетом эквивалентной массы и сопротивления среды 

будет иметь вид 

( ) ( )
22

1 1 02 2 ;y k y y y y y y y tχ  + + Ω + ⋅ + =
 

ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ ɺɺ

                        
(11)                       

 
здесь  

                                        
2

2 2

1 01
1 ;

3

m g l

E
ω ∋

 ⋅ ⋅
Ω = + 

ℑ 
  2

01 3

3
.

E

m l
ω

∋

ℑ
=  

Дальнейшее решение уравнения (11) проводится по форме 

( )sin ( ) cos ,y a t t b t tω ω= +                                       (12)                                             

где ( )a t  и ( )b t −  медленно изменяющиеся амплитуды. 

Уравнение (11) перепишем в виде  

( ) ( )
22 2 2

1 0 0 1 1sin 2 2 .y y y t y k y y y y yω ω ω χ  + Ω = + − Ω − − ⋅ +
 

ɺɺ ɺ ɺɺ ɺ

         
(13)

 
Приближенное решение уравнения (13) с учетом (12) можно предста-

вить в виде 

0

1
( ) ( ) ;

2

l

a t G dτ τ
ω

= ∫
0

1
( ) ( ) .

2

l

b t F dτ τ
ω

= ∫
                          

(14)

 
Подставив (12) (с учетом (14)) в уравнения (13) и разложив в ряд, 

получим  

( )2 2 2 2

0 1 1( , ) 2 ),F a b y a k b bω ω ω ϕ(α,= + − Ω − −  
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( )2 2 2

1 1( , ) 2 ( , ),G a b b k a a bω ω ψ= − − Ω − −  

где ( ),a bϕ и ( ),a bψ − пока еще неизвестные функции. 

После дифференцирования (14) получим уравнения Ван дер Поля 

1
( , ),

2

1
( , )

2

da
G a b

dt

db
F a b

dt

ω

ω


=


 =


                                            

(15)                                                   

или в более развернутой форме  

( )

( )( )

2 2

1

2 2 2

0 1

1
2 ( , ),

2

1
2 ( , ) .

2

da
b k a a b

dt

db
y a k b a b

dt

ω ω ϕ
ω

ω ω ω ψ
ω

  = − − Ω − −  

 = − Ω − −


 

Вместо уравнения (11) мы получили простую систему из двух урав-

нений первого порядка, которая не содержит явного времени. В случае 

стационарного режима колебания  0,
da db

dt dt
= =

 
и для установившихся 

амплитуд получим систему двух алгебраических уравнений 

( )

( )

2 2

1

2 2 2

0 1

2 ( , ) 0,

2 ( , ) 0.

b k a a b

y a k b a b

ω ω ϕ

ω ω ω ψ

− − Ω − − =


+ − Ω − − =

                           (16) 

Неустойчивое решение линейной задачи на границах первой, третьей 

и вообще нечетных областей согласно [1-3] имеет вид  

1,2,3

( ) sin cos ,
2 2

n n

n

n t n t
y t a b

ω ω

=

 
= + 

 
∑                                   (17) 

где 
na  и 

nb  – искомые постоянные. 

Ряд (17) при определенном выборе коэффициентов может удовлетво-

рять уравнению (11). В самом деле, результаты подстановки (17) в (11) не 

будут содержать никаких других периодических членов, кроме sin
2

n tω
 и 

cos
2

n tω
. Условие будет выполнено только в том случае, если нелинейная 

функция не будет содержать членов четной степени. Если нас интересуют 

колебания, происходящие при главном резонансе, когда 
1

2ω = Ω , то мы 

можем пренебречь разложением (17), положив приближенно   

( ) sin cos .
2 2

t t
y t a b

ω ω
= +                                       (18)                           

Разложив функцию нелинейной инерционности ( , , )y y yψ ɺ ɺɺ  в ряд Фу-

рье, подставив (18) в (13) и приравнивая коэффициенты при одинаковых 

sin-ах и cos-ах, получим систему двух уравнений, содержащих неизве-

стные a  и b  
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2
2

1

2
2

1

( , ) 0,
4

( , ) 0.
4

a k b a b

b k a a b

ω
ω ϕ

ω
ω ψ

 
Ω − − + = 

 

  Ω − − − = 
 

                                

(19) 

 
Для определения ( ),a bϕ  и ( ),a bψ  подставим (18) в (13). 

Вычисление дает 
4

2( , ) ;
4

A
a b aϕ χ ω= − ⋅ ⋅

4
2( , ) .

4

A
a b bψ χ ω= − ⋅ ⋅

                     
(20)      

 
 Здесь члены, содержащие гармоники, не вписаны, а через A  обозна-

чена амплитуда установившихся колебаний 
2 2 2 .А a b= +  

С учетом (20) система уравнений (19) примет вид 

( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

2(l 0,

,

)

1 0

k n
a b A n a

k n
n b a A n b

n χ
π

χ
π

′
− + − ⋅ =


′ − − + − ⋅ ⋅ =



−


                             

(21)

 
где                                               

1

,
2

n
ω

=
Ω 1

2
.k k

π
′ = ⋅

Ω
 

Система имеет отличное от нуля решение в том случае, если опреде-

литель системы, составленной из коэффициентов при неизвестных, равен 

нулю. Решением уравнения (21) относительно установившихся движений 

будет  

21
1

k n
A n

m πχ∋

′
= ⋅ − ±

 

или 
2

2 2

1 1

2
. 1 .

k
A

ω π ω

ω χ

′
= − ±

Ω Ω
              (22) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 2. Зависимость амплитуды колебания вершины балки (или высотного здания) 

от соотношения вынужденных и собственных частот. 1 – с учетом нелинейной 

инерционности, 2 – без учета. 

 

Здесь мы имеем два решения, одно из которых неустойчиво. На рис. 2 

приведен график, построенный по уравнению (22) (зависимость амплиту-

1

ω

Ω
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ды A  от соотношения 
1

ω

Ω
). Как видно из рисунка, резонансные кривые 

имеют наклон в сторону меньших частот. Первая собственная частота сни-

жается почти на 35%. Причиной этого является нелинейная инерцион-

ность, и если система будет обладать еще и нелинейной упругостью, то 

она может попасть в область динамической неустойчивости. В этом слу-

чае конечность амплитуды колебания может сохраниться лишь за счет 

наличия нелинейного затухания. Помимо увода балки из опасной области 

путем изменения ее параметров могут быть рекомендованы и такие прие-

мы, как введение в систему линейных и нелинейных сил сопротивления 

(демпферов). 

Выводы. Исследования колебательных процессов с большой ампли-

тудой, проведенные на закрепленной одним концом в грунте балке с рас-

пределенной по высоте массой, имитирующей высотное здание, показы-

вают, что нелинейная инерционность возникает за счет продольного пере-

мещения произвольного сечения балки при ее изгибных колебаниях в го-

ризонтальной плоскости. Полученные функции нелинейной инерционно-

сти и уравнение колебания балки с распределенной по длине массой поз-
волили получить амплитудно-частотные кривые и раскрыть причину укло-

на резонансных кривых в сторону низких частот, что полагает возмож-

ность возникновения параметрических колебаний и субгармонических ре-

зонансов, которые особенно опасны для высотных зданий и сооружений 

при землетрясении. 

 
Институт механики НАН РА 

 
Г. Г. Шекян  

 
Динамика и устойчивость балки, защемленной одним  

концом в грунте  

 
Современные методы математического описания горизонтальных колебаний 

высотных зданий справедливы лишь для колебательных процессов с малыми ам-

плитудами. Однако при землетрясениях отклонение вершин высотных зданий до-

стигает порой одного метра и более. При таких колебаниях произвольное сечение 

здания, помимо горизонтальных перемещений, перемещается и в вертикальном 

направлении, вследствие чего возникают нелинейные инерционные силы. Рас-

смотрены колебания с равномерно распределенной по длине и сосредоточенной 

на свободном конце массой балок с учетом нелинейной инерционности. Получе-

ны уравнения колебания таких балок с учетом нелинейной инерционности, а 

также функции нелинейности и зависимость амплитуды колебания произвольного 

сечения балки от максимального ускорения грунта, которое может возникнуть 

при землетрясении. 
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ՀՀՀՀ....    ԳԳԳԳ. . . . ՇեկյանՇեկյանՇեկյանՇեկյան    
    

ՄիՄիՄիՄի    ծայրովծայրովծայրովծայրով    գետնահողումգետնահողումգետնահողումգետնահողում    ամրակցվածամրակցվածամրակցվածամրակցված    հեծանիհեծանիհեծանիհեծանի    դինամիկանդինամիկանդինամիկանդինամիկան    
ուուուու    կայունությունըկայունությունըկայունությունըկայունությունը 

 
 Բարձրահարկ շենքերի հորիզոնական տատանողական շարժման նկարագրման 

ժամանակակից մաթեմատիկական եղանակները ճիշտ են միայն փոքր ամպլիտուդով 
տատանողական պրոցեսների համար: Սակայն երկրաշարժի ժամանակ շենքերի կա-
տարների տատանման ամպլիտուդը  հաճախ հասնում է մեկ մետրի և ավելին: Հորի-
զոնական ուղղությամբ այդպիսի մեծ ամպլիտուդով տատանումների ժամանակ շենքի 
ցանկացած ընդլայնական կտրվածք ինչ-որ չափով տեղաշարժվում է  նաև ուղղահա-
յաց, որի պատճառով առաջանում են ոչ գծային իներցիոն ուժեր: Աշխատանքն ուղ-
ղված է այդ ոչ գծային իներցիոն ուժերի բացահայտմանը: Դիտարկված է մի ծայրով 
գետնահողում ամրակցված, մյուս ազատ ծայրում կենտրոնացված կամ երկարությամբ 
հավասարաչափ բաշխված զանգվածով հեծան, որը նմանակում է բարձրահարկ շի-
նություն և կատարում է մեծ ամպլիտուդով ընդլայնական տատանումներ: Ստացված է 
մի ծայրով գետնահողում ամրակցված, հավասարաչափ բաշխված զանգվածով հեծա-
նի ընդլայնական տատանման հավասարումը՝ ոչ գծայինին իներտության ֆունկցիայի 
հաշվառումով: Ստացված են նաև ոչ գծային իներտության ֆունկցիան և ցանկացած 
ընդլայնական կտրվածքի տատանման ամպլիտուդի կախվածությունը գետնահողի 
տատանման մաքսիմալ արագացումից, որը կարող է առաջանալ երկրաշարժի ժամա-
նակ: 

 

 
H. G. Shekyan 

 

Dynamics and Stability Fixed by One End in the Beam Ground 

 
Existing methods of mathematical description of transverse oscillations of high-

rise buildings are just superfluous for oscillatory processes with small amplitudes. In 

earthquakes, the amplitude of transverse oscillations of the tops of high-rise buildings 

sometimes reaches up to a meter and more. With such oscillations in the horizontal 

direction, an arbitrary section of the building moves in the vertical direction, 

contributing to the appearance of nonlinear inertial forces. The work is aimed at 

investigating the nuclear inertia, crammed at one end in the beam ground with a mass 

concentrated at the free end, which imitates a high-rise building, with transverse 

vibrations. The function of nuclear inertia, the equation of oscillation of a beam with a 

mass distributed over the length, and the dependence of the oscillation amplitude on the 

maximum acceleration of the soil, taking into account nuclear inertial forces, are 

obtained. 
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