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функций ωU . 

 

Введение. Пусть Ω  – класс функций )(xω , удовлетворяющих услови-

ям: 

1) )(xω положительна и непрерывна на [ )0; 1 ; 

2) 
1

0

(0) 1, ( ) .x dxω ω= < +∞∫  

Класс ωP  определяется как множество тех функций ( )τp , для которых  

(0) 1,p = ( )
( )1

2

x
p dx

xτ

ω
τ τ= ∫ ,      ( ]0,1τ ∈ , 

где ( ) .xω ∈ Ω  
Функция ( )p τ  неотрицательна и непрерывна на [ ]0,1 , и 

( ) .0)1(,1)0(0 ===+ ppp  
Отметим, что (см. [1], с. 27) если ( )p Pωτ ∈  и  

1

0

( 1) ( ),
k

k k dpτ τ∆ = + ∫            ( )0,1,2,k = … , 

то будем иметь  

( )
1

1

0

0

1, ,
k

k k x x dxω −∆ = ∆ = ∫            ( )1,2,k = … . 

Пусть  последовательность { }
1n n

a D
∞

=
⊂ , …,2,1,0 =≠ nan  , такая что 

1

1

( ) .

n
n a

x dxω
∞

=

< +∞∑ ∫                                               (1) 
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Пусть D – единичный круг комплексной плоскости C, тогда беско-

нечное произведение { }( ) ∈zazB n ,;ω D М. М. Джрбашяна определяется сле-

дующим образом (см. [1], с. 46):   

{ }( ) { }
1

; 1 exp ( , ) ,n n

n n

z
B z a W z a

a
ω ω

∞

=

 
= − − 

 
∏   

где для Dζ ∈  

1 1

1 1

1 0

( )
W ( , ) ( ) ( ) .

k
k

k k k

k k

x z
z dx x x dx x x dx

x

ζ

ω

ζ ζ

ω
ζ ζ ω ζ ω

∞
− − − −

=

  
= − − 

∆  
∑∫ ∫ ∫  

В специальном случае 1)( =xω  произведения М. М. Джрбашяна пре-

вращаются в обычные произведения Бляшке (см. [1], с. 51): 

{ }( ) ∈








−

−
= ∏

∞

=

z
z

z

zz

zz
azB

n

n

n n

n
n ,

1
;

1

D. 

В случае ( ) (1 ) , 1 ,x x αω α= − − < < +∞ произведения  ωB
 
превращаются в 

произведения { }( );
n

B z aα  
М.М. Джрбашяна (см. [2], гл. IX). 

Известно следующее утверждение о взаимосвязи между произведени-

ями ωB , где ( ) Ω∈xω  не убывает на 
 [ )1;0 , и B (см. [1], с. 55).   

Теорема (о взаимосвязи произведений ωB
 
и B ): если функция 

Ω∈)(xω  не убывает на [ )1;0  
и последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удовлетво-

ряет условию (1), то имеет место представление   

{ }( ) { }( ) ( ) ( )
2

0

1
; ; exp ;

2

i

n n
B z a B z a S e z d

π
γ

ω ω µ γ
π

−
  

= − 
  

∫ , ,z D∈  

где { }( )nazB ;  – произведения Бляшке, с нулями на последовательности { }na ,  

( )γµ  
– некоторая неубывающая ограниченная функция на [ ]π2;0  

и  

( )
1

; 1 2
k

k k

z
S z ω

∞

=

= +
∆

∑
 

ядро типа Шварца  М. М. Джрбашяна. 

Обозначим через *Ω  подмножество функций )(xω из класса Ω , под-

чиненных дополнительному условию  

xKx )(1)( τω ω≤− ,      )10( <≤≤ τx  , 

где )(τωK  – некоторая постоянная, через 0Ω – подмножество тех функций 

из *Ω , для которых ( )xω  не убывает на [ ]1,0 , и через *
0Ω

 
– подмножество 

функций )(xω из класса 
0 ,Ω  подчиненных дополнительному условию  

( )

'

1 0

(1 ) ( )
lim sup 1

x

x x

x

ω

ω→ −

−
< . 

Как известно (см [3], с. 54), для существования радиального предела 

произведения Бляшке в граничной точке 
i

e
ϕ  необходимо и достаточно, 

чтобы в этой точке выполнялось условие Фростмана: 
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0

1
.

n

i
n n

a

e aϕ

∞

=

−
< +∞

−
∑  

Для произведения 0)(, Ω∈xB ωω  доказано (см [1], с. 105), что если име-

ет место условие (1), то в граничной точке ϕi
e  существует конечный и от-

личный от нуля радиальный предел произведения { });( nazBω  для всех  

[ ]πϕ 2,0∈  за исключением, быть может, некоторого множества [ ]π2,0∈E , 

для которого ( ) 0C Eω = . 

B -измеримое множество [ ]0, 2E π⊂  имеет положительную ω -емкость 

( )C Eω , если существует мера Eµ ≺ , для которой функция  
2

( )

0

( ) ( ; ) ( )i i
U re C re d

π
ϕ ϕ γ

ω ω µ γ−= ∫  

остается равномерно ограниченной по [ ]πϕ 2,0∈  при 01−→r . В случае от-

сутствия такой меры, т. е. в случае, когда для любой меры E≺µ   

,)(maxlim
2001

+∞=
≤≤−→

ϕ
ω

πϕ

i

r
reU  

считаем ω -емкость множества E  равной нулю. При этом соответственно 

( ) 0C Eω >  или ( ) 0C Eω = . 

Оператор ( )ω
L  определяется следующим образом: 

( ){ } ( )












−≡ ∫
1

0

)()( ττϕϕω
dpxx

dx

d
xL ,          ( )1,0∈x  

При предположении, что в надлежащих классах допустимых функций  

( )xϕ , определенных на ( )1,0 , левая часть тождества существует хотя бы 

почти всюду на ( )1,0 . 

В специальном случае ( ) ( )1,0)(,1 Lxx ∈≡ ϕω    

( ) ( ){ } ( )L x x
ω

ϕ ϕ=  

почти всюду на ( )1,0 . 

Для произвольной функции Ω∈)(xω  имеет место формула (см.[1], с. 

32) 
( ){ } ( ) [ ) [ ],1,0,,0, ∈+∞∈∆= xrxrxL

rrω  

где функция   

( ) ),0(,)(,1)0(

1

0

1 +∞∈=∆=∆ ∫
−

rdxxxrr
rω  

непрерывна на полуоси [ )+∞,0 , причем очевидно, что  

( ) ).,2,1,0( …=∆=∆ kk k  

Когда ( ) ( )+∞<<−−= αω α
1,1)( xx , то оператор ( )ω

L  совпадает с опера-

тором интегродифференцирования D
α−  Римана – Лиувиля.  
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Обозначим через ωU  множество гармоничных в круге 1<z  функций 

( )u z , удовлетворяющих условию 

,)(sup

2

0
10

+∞<












∫
<<

π
ϕ

ω ϕdreu
i

r

 

 где ( ) Ω∈xω  и 

 { }.)()( )( ϕωϕ
ω

ii reuLreu =  

Класс ωU  совпадает с множеством функций )(zu  (см.[1], с. 37), пред-

ставимых в виде интеграла 

( ) ( ) ( ),20,10,;;
2

1
)(

2

0

πγγµωγϕ
π

π
ϕ ≤≤<≤−= ∫ rdrPreu

i  

где ( )γµ  
– произвольная вещественная функция с конечным полным изме-

нением на [ ]π2;0 . 

Отметим, что все результаты этой работы при ( )( ) 1 ,x x
α

ω = −
 

( )1 0α− < <  выведены В.С. Захаряном и Р.В.Даллакяном [4]. 

Основные результаты. Сначала доказывается следующее утвержде-
ние. 

Теорема 1. Пусть *
0)( Ω∈xω , последовательность 

 
{ }

1n n
a D

∞

=
⊂  удов-

летворяет условию (1) и пусть )(rn  – количество точек na , лежащих в 

круге 1<≤ rz . Тогда, если 

∫
≤

1

)(

)(
)(

r

dxx

r
rn

ω

λ
, 

где )(rλ  такая, что 0)(lim
01

=
−→

r
r

λ , то для любого значения [ ], 0; 2 ,ϕ ϕ π∈  

( )
{ }( )
{ }( ) 0

;

;
log

;

1
lim

1
01

=⋅
−→

n
i

n
i

r areB

areB

zC ϕ

ϕ
ω

ω
. 

Далее, пользуясь результатом теоремы 1, получим второй результат. 

Теорема 2. Пусть *
0)( Ω∈xω

 
и последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна. Тогда если для некоторого 

значения [ ]πϕϕ 2;0, ∈ , 

( )
{ }( )
{ }( ) 0

;

;
log

;

1
lim

1
01

>=⋅
−→

d
areB

areB

zC
n

i

n
i

r ϕ

ϕ
ω

ω
, 

то существует последовательность { }kr   

1 2 10 1,k kr r r r−< < < < < < <⋯ ⋯ 1
k k

r
→∞

→  

такая, что  
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1
( ) ,

( )

k

k

r

c
n r

x dxω

=

∫
                                        

(12)  

где c  – некоторая постоянная. 

Пользуясь теоремой 1 работы [6], докажем следующее утверждение. 

Теорема 3. Пусть *
0)( Ω∈xω , последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна и пусть z  стремится к гра-

ничной точке 
ϕi

e  касательным путем. Тогда 

{ }( )
{ }( )1

;1
lim log 0

( ; ) ;
i

n

z e
n

B z a

C z B z a
φ

ω

ω→
= . 

Далее, пользуясь теоремой 2, докажем следующую теорему. 

Теорема 4. Пусть *
0)( Ω∈xω , последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна и пусть       

( )
1

,

( )

k

k

r

c
n r

x dxω

=

∫
   

    ,,2,1 …=k  

где последовательность { }kr  такая, что  

,10 121 <<<<<<< − ⋯⋯ kk rrrr 1 →
∞→kkr . 

Тогда   
1

1

1

( )

n
n a

x dxω
∞

=

= +∞∑ ∫ , 

где )(1 xω – любая неубывающая функция из класса *
0Ω  такая, что  

( )
( )

1

1 0r

r

r

ω

ω → −
→+∞  . 

В соответствии с теоремой 4 из теоремы 2 следует справедливость 
следующего утверждения. 

Теорема 5. Пусть *
0)( Ω∈xω  и последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удов-

летворяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна. Тогда если для некоторого 

значения [ ]πϕϕ 2;0, ∈ , 

{ }( )
{ }( )

,0
;

;
log

);(

1
lim

1

>=
→

d
azB

azB

zC n

n

ez
i

ω

ωϕ
 

то 

,)(

1

1

1∑ ∫
∞

=

+∞=
n an

dxxω

 

где )(1 xω – любая неубывающая функция класса *
0Ω  такая, что  

+∞ →
−→ 01

1

)(

)(
rr

r

ω

ω
. 
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Далее доказываются следующие утверждения.  

Теорема 6.  Пусть *
0)( Ω∈xω  и последовательность { } ⊂

∞
=1nna D удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна. Тогда если для некоторого 

значения [ ]πϕϕ 2;0, ∈ , 

{ }( )
{ }( )

,0
;

;
log

);(

1
lim

1

>=
→

d
azB

azB

zC n

n

ez i

ω

ωϕ
 

то точка ϕi
e  является точкой сгущения для последовательности { }na . 

Более того, 
1

1

1
( ) .

n

i
n an

x dx
e a

ϕ
ω

∞

=

= +∞
−

∑ ∫  

Теорема 7. Пусть *
0)( Ω∈xω , последовательность { }

1n n
a D

∞

=
⊂  удов-

летворяет условию (1) Бляшке–Джрбашяна и пусть 

 

E – множество тех 

точек ϕi
e  , [ ]πϕ 2;0∈ , для которых  

{ }( )
{ }( )

,0
;

;
log

);(

1
lim

1

>=
→

d
azB

azB

zC n

n

ez i

ω

ωϕ
 

тогда 0.cap Eω =
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О граничных значениях произведений М. М. Джрбашяна 
 

Исследуется граничное поведение частного произведений ,Bω  
где ( ) Ω∈xω , 

и 
1 .B B≡  

 

ԱկադեմիկոսԱկադեմիկոսԱկադեմիկոսԱկադեմիկոս ՎՎՎՎ. ՍՍՍՍ. ԶաքարյանԶաքարյանԶաքարյանԶաքարյան, ԹԹԹԹ. ՎՎՎՎ. ՏավարածյանՏավարածյանՏավարածյանՏավարածյան 
 

ՄՄՄՄ. ՄՄՄՄ. ՋրբաշյանիՋրբաշյանիՋրբաշյանիՋրբաշյանի ωB  արտադրյալներիարտադրյալներիարտադրյալներիարտադրյալների եզրայինեզրայինեզրայինեզրային արժեքներիարժեքներիարժեքներիարժեքների մասինմասինմասինմասին    

    

Ուսումնասիրվում է ( ), ( )B xω ω ∈ Ω ,
 
 և BB ≡1 արտադրյալների հարաբերության 

եզրային վարքը: 

 

Academician V. S. Zakaryan, T. V. Tavaratsyan 
 

On Boundary Properties of Products of Bω  
M. M. Djrbashyan 

 

In this work we investigate boundary properties partial products ( ), ( )B xω ω ∈ Ω
 
 

and 
1

B B≡ -products Blaschke. 
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