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1. Введение. Поскольку вблизи угловых точек упругих тел уравнения 

теории упругости нарушаются, возникает необходимость отдельного ис-

следования этих уравнений вблизи угловых точек и выяснения характер-

ных особенностей напряжений и деформаций. Начало исследований таких 

вопросов восходит к известной работе Вильямса [1], где в разных соче-

таниях основательно исследованы три однородные граничные задачи для 

клинообразной области. Далее эти исследования продолжалии А. И. Ка-

ландии [2], Я. С. Уфлянд [3], Г. П. Черепанов [4], К. С. Чобанян [5] и др. 

При этом в [4] на основании теории групп построена строгая математичес-

кая теория сингулярных однородных граничных задач теории упругости и 

при помощи комплексных потенциалов Колосова – Мусхелишвили строго 

обоснован вид сингулярного решения в окрестности угловых точек клина. 

В [2] к известным граничным задачам из [1] добавлен новый тип гранич-

ных условий, связанный с контактными задачами о вдавливании гладких 

штампов в упругое основание. 

В настоящей работе к имеющимся типам граничных условий добавля-

ются еще один новый вид граничных условий и случаи его сочетания с 

другими известными граничными условиями, связанными с контактными 

взаимодействиями тонкостенных элементов с массивными упругими тела-

ми. Одновременно дается сравнительный анализ трансцендентных уравне-

ний всех известных однородных граничных задач, а в не изученных ранее 

случаях  проводятся дополнительные исследования.   

2. Постановка и решение задачи. Сингулярности напряжений, воз-

никающие в основных граничных задачах плоской теории упругости для 

сектора с углом раствора ( )0 2α α π< ≤ , когда на радиальных сторонах за-

даны внешние усилия (задача I–I) или перемещения (задача II–II), либо 

когда на одной стороне заданы усилия, а на другой – перемещения (задача 
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I–II), впервые, по-видимому, детально исследованы в работе Вильямса  

еще в 1952 г. [1] 

Представляя функцию напряжений Эри в виде 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, sin 1 cos 1 sin 1 cos 1r r A B C Dλϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ λ ϕ+  Φ = + + + + − + −  ,

  
(1)

 

 
где , , ,A B C D  – произвольные постоянные, λ  – комплексный параметр, и 

удовлетворяя на сторонах сектора 0ϕ =  и ϕ α=  однородным граничным 

условиям, задачи о сингулярности напряжений сведены к исследованию 

корней соответствующих трансцендентных уравнений относительно ком-

плексного параметра λ :4 
 

( )( )sin sin sin sin 0,λα λ α λα λ α+ − =       (для случая I – I),             (2) 

( )( )sin sin sin sin 0,k kλα λ α λα λ α+ − = (для случая II – II),         (3) 

( )
22 2 2sin sin 1 4 0.k kλα λ α κ+ + + =

   
(для случая I – II).           (4) 

Здесь ( ) ( )3 1 ,κ ν ν ν= − +  – коэффициент Пуассона. 

Граничные условия на дуговой части контура сектора исключаются из 

рассмотрения, так как они не влияют на характер напряжений в окрестно-

сти вершины сектора.  

Уравнения (2), (3), (4) при определенных конкретных значениях ,α κ  

имеют бесконечное множество корней ( )1, 2,... ,n nλ = ± ±  которые могут 

быть пронумерованы по порядку возрастания их действительных частей.  

Тогда функцию напряжений Эри можно представить в виде  

( ) ( )1

1

, , ,k
k

n

r r F
λϕ ϕ λ

∞
+

=

Φ =∑                                      (5) 

где исключены слагаемые, соответствующие корням с отрицательными 

действительными частями, поскольку напряжения  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

2

2

, , ,1 1
, ,

, ,1 1

r

r

r r r

r r r r

r r

r r r

ϕ

ϕ

ϕ ϕ ϕ
σ σ

ϕ

ϕ ϕ
τ

ϕ ϕ

∂Φ ∂ Φ ∂ Φ
= + =

∂ ∂ ∂

∂ Φ ∂Φ
= − +

∂ ∂ ∂
                     

(6)

 

и соответствующие деформации, определяемые этими слагаемыми, соот-

ветствуют накоплению бесконечно большой энергии упругой деформации 

в малом объеме вблизи вершины сектора при ограниченной внешней на-

грузке. 

Напряжения вблизи вершины сектора, согласно (5), (6), примут вид 
 

( )1 1
, ,r r

λσ ϕ−= Ψ
 

 

где 1λ  – корень с наименьшей положительной действительной частью, 

( ),r ϕΨ  – ограниченная и вообще не стремящаяся к нулю при 0r →  функ-

ция. 

Если 1Re 1,λ >
 
в малой окрестности угловой точки имеет место нуле-

вое напряженное состояние. Когда 1Re 1,λ < вблизи угловой точки напря-
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жения будут обладать сингулярностью  (стремиться к бесконечности)  по-

рядка 11 Re .λ−  При 1Re 1,λ = напряжения у вершины сектора конечны и во-

обще отличны от нуля [5].  

В той же работе [1] построены кривые зависимости 1Reλ  от угла раст-

вора сектора α : кривые I–I, II–II и I–II при 0,3ν =  (рис.1), отсюда следует, 

что в задачах I–I и II–II предельный угол раствора клина α∗ , больше ко-

торого напряжения имеют сингулярность, равен π , а в задаче I–II этот 

угол 063α ∗ ≈  при 0,3ν = . Максимальный порядок сингулярности напря-

жений возникает в последней задаче ( )11 Re 0.75 ,λ− =  когда 2α π= . 

 

 
 

Рис. 1. График зависимости minRe λ  от угла раствора сектора для шести вариантов 

нагружения сторон сектора. 

 

В 1969 г. А. И. Калландия [2], используя метод комплексных потенци-

алов Колосова–Мусхелишвили, кроме указанных основных задач плоской 

теории упругости, рассмотрел также случай, когда на сторонах сектора 

осуществляются условия соприкасания с жестким штампом заданной фор-

мы без трения (задача III–III, гладкий контакт) 
 

( ) ( ) ( ), , , 0ru r f r rϕ ϕϕ τ ϕ= =   при  0, .ϕ ϕ α= =                      (7) 
 

Рассмотрены и другие возможные виды граничных условий I–III и II–

III (обозначения здесь очевидны). Получены соответствующие трансцен-

дентные уравнения 
  

( )( )sin sin sin sin 0λα α λα α+ − =   (для случая III – III),         (8) 

sin 2 sin 2 0λα λ α+ =               (для случая I – III),            (9) 

                       sin 2 sin 2 0kλα λ α− =                   (для случая II – III),          (10) 
 

и построены кривые зависимости 1Re λ  от угла α : кривые III–III, I–III и 

II–III (рис. 1). 
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Рис. 2. График зависимости minλ  от угла раствора сектора для задачи III–III  

 

Заметим, однако, что кривая III–III была построена только в интерва-

ле 0 α π< < , а корень 0,λ =  соответствующий ,α π=  исключен из рас-

смотрения. В дальнейшем в работах [6, 7] продолжено исследование этого 

случая, и кривая сингулярности построена также в интервале 2π α π< <  

(рис. 2); исходя из результатов работы [8] дана механическая интерпрета-

ция возникновения сингулярности напряжений, порядок которого стре-

мится к единице при α π→  и 2α π→ , а коэффициенты при такой сингу-

лярности в общем случае нагружения дуговой части контура отличны от 

нуля. Максимальный порядок сингулярности в задачах I–III и II–III возни-

кает при 2α π=  и равен 0.75.  Сингулярность напряжений возникает при 

любом угле α , превосходящем предельный угол 2.α π∗ =  

Наряду с граничными условиями (2) – (4) и (8) – (10) рассмотрим но-

вый четвертый тип граничных условий (IV–IV), когда стороны сектора 

взаимодействуют с двумя абсолютно жесткими при растяжении и абсо-

лютно гибкими при изгибе накладками (стрингерами), нагруженными рас-

тягивающими силами 0P  и .Pα  

( ) ( ) ( ), , , 0ru r f r rϕϕ σ ϕ= =   при 0, .ϕ ϕ α= =                  (11) 

Такие граничные задачи связаны с вопросами передачи нагрузок от 

тонкостенных элементов в виде стрингеров к массивным упругим телам 

[9, 10]. Задачу, в которой на одной стороне сектора заданы напряжения, а 

другая сторона взаимодействует со стрингером, обозначим через I– IV. 

Аналогично будем иметь и случаи II–IV,  III–IV. 

Поступая так же, как в работе [1], для определения комплексного па-

раметра λ  получим соответствующие уравнения 

( ) ( )sin 1 sin 1 0λ α λ α+ ⋅ − =    (для случая IV – IV),         (12) 

sin 2 sin 2 0λα λ α− =               (для случая I – IV),            (13) 

sin 2 sin 2 0kλα λ α+ =                (для случая II – IV),          (14) 

( ) ( )cos 1 cos 1 0λ α λ α+ ⋅ − =               (для случая III – IV).         (15) 

Уравнение (12) получено также в работе [11], где исследовано упру-

гое равновесие кругового сектора, стороны которого усилены стрингера-

ми, а на дуговой части контура заданы внешние усилия. Установлено, что 

в окрестности угловой точки кругового сектора напряжения имеют осо-

бенность (стремятся к бесконечности) вида ( )1
0; 0 ,r

ε ε ε− + > →
 
ког-
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да , 2 ,α π α π→ →  а коэффициенты при такой особенности в общем случае 

нагружения дуговой части контура отличны от нуля, что с точки зрения 

механики хрупкого разрушения недопустимо. Однако подходящим подбо-

ром внешних усилий на дуговой части контура кругового сектора можно 

приравнивать к нулю эти коэффициенты и исключить из решения «неин-

тегрируемые» особенности напряжений указанного вида.  

Отметим, что уравнения (12) и (8) идентичны, т.к.  

( ) ( ) ( ) 2 2sin 1 sin 1 cos 2 cos 2 2 sin sin 0.λ α λ α λα α λα α+ ⋅ − = − − = − =
 

Следовательно, в задачах III–III и IV– IV напряжения вблизи угловой 

точки сектора имеют одинаковый характер [6, 7].  

Уравнение (13) совпадает с трансцендентным уравнением для 

бесконечного клина с углом раствора ( )2α α ϕ α− ≤ ≤
 
при антисим-

метричном нагружении [3], когда нормальнoе напряжениe нечетнo, 

а касательное напряжение четно по переменной .ϕ  Предельный угол 

в этом случае 0257 .α ∗ =   При симметричном нагружении бесконеч-

ного клина  0
180 ,α ∗ =  а соответствующее уравнение совпадает с 

уравнением (9). Очевидно, что в общем случае нагружения сторон 

клина 0180α ∗ =  [3]. 

Таким образом, однородные граничные условия (11) являются 

условиями антисимметрии на средней линии упругого клина ( )0 ,ϕ =  

занимающего область , 0.rα ϕ α− ≤ ≤ ≥  А однородные граничные ус-

ловия (7) – это хорошо известные условия симметрии на средней ли-

нии клина ( )0 .ϕ =
 

Трансцендентное уравнение (14) было получено в работе [3] при рас-

смотрении второй основной задачи плоской теории упругости для беско-

нечного клина в антисимметричной постановке. Для симметричной задачи 

имеет место  уравнение (10), т.е. и для второй основной задачи для клина 

однородные условия (11) являются условиями антисимметрии на средней 

линии упругого клина
 
( )0 .ϕ =  

Подробно исследуем действительные и простые корни уравнения 

(15): 

( ) ( )2 1 1, 2 1 1,   0, 0.
2 2

k n k nk n
π π

λ λ λ λ
α α

= + + = + − > >ɶ ɶ

              
(16)

 
С помощью анализа формул (16) легко определить minλ : 

2

0

min 1

1

2

5 2 1 0 2 ,

2 1 0 2,

1 2 2 ,

3 2 1 3 2,

1 3 2 3 2 2 .

при

при

при

при

при

λ π α α π

λ π α α π

λ λ π α π α π

λ π α π α π

λ π α π α π

−

−

 = − < <


= − < <


= = − < <
 = − < <

 = − < <


ɶ

ɶ

                        (17) 

График изменения minλ  от угла α  представлен на рис. 3.  
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Рис.3. График зависимости 
minλ  от углаα  для задачи III–IV. 

 

Условия 0kλ >  и 0nλ >ɶ , в зависимости от угла раствора сектора, 

ограничивают область изменения параметров k  и n : 

а) при 0 2α π< <   имеем    0,1,2,...; 2,3,4,...; a  ),k n задач а= =  

б) при 0 2α π< <         имеем  0,1,2,...; 0,1, 2,...; a  ),k n задач б= =  

в) при 2π α π< <         имеем  1,0,1,...; 1,2,3,...; a  ), (18)k n задач в= − =
  
 

г) при 3 2π α π< <       имеем  1,0,1,...; 1,2,3,...; a   ),k n задач г= − =  

д) при 3 2 2π α π< <           имеем  2, 1,0,...; 2,3, 4,...; a  ).k n задач д= − − =  

На рис. 4 приведены графики корней kλ
 
и ( 2, 1; 0,1,2,3;n k nλ = − − =ɶ

 
)0, 0 ,k nλ λ> >ɶ

 
дающие при определенных значениях α бесконечные на-

пряжения. На рисунке отчетливо видна также кривая min .λ  

Пересечения графиков 0kλ >  и 0nλ >ɶ  с линией 1λ = (рис. 4) опреде-

ляют предельные углы раствора сектора для задач а) – д). 

Так, в задаче а) предельный угол раствора сектора в случае конкрет-

ного вида нагружения дуговой части контура равен 0
1 5 4 225 .аα π∗ = =

 
Ког-

да 1,aα α ∗>  напряжение при 0r →  имеет сингулярность, порядок которой 

равен 21 λ− ɶ . 

В научной литературе, по-видимому, отсутствует не зависящий от 

свойств материала такой предельный угол. Более того, в этой же задаче 

возникает второй тип сингулярности напряжений, связанный с корнем 3λɶ  

и имеющий порядок ( )31 λ− ɶ  (рис. 4). Если нагружение на дуговой части 

таково, что коэффициент при первой особенности становится  равным ну-

лю, возникает второй, также неизвестный предельный угол 
0

2 7 4 315 .аα π∗ = =  

В задаче б) предельный угол 4,бα π∗ =  в задаче в) имеем 3 4,вα π∗ =  

для задач г) предельный угол 5 4,гα π∗ = а задача д) имеет предельный угол 

7 4.дα π∗ =
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         Рис. 4. График зависимости ,k nλ λɶ от угла .α   

 

3. Заключение. В работе к имеющимся типам граничных условий, 

заданных на радиальных сторонах сектора (задачи I–I, II–II, I–II; III–III, I–

III, II–III), добавляются еще один вид граничных условий  (задача IV–IV) и 

случаи его сочетания с известными условиями (задачи I–IV, II–IV, III–IV), 

связанные с вопросами передачи нагрузок от тонкостенных элементов к 

деформируемым телам. 

Установлено следующее: 

– в зависимости от вида нагружения дуговой части контура сектора в  

задаче III–IV возможны четыре типа предельных углов – 4,π 3 4,π  5 4,π  

7 4.π  В задаче III–III их три – 2 ,π π и 3 2.π  

– если в задачах I–III и II–III сингулярность напряжений может поя-

виться при 2,α π>  то в задаче III–IV она возникает уже при 4;α π>  

– в задаче III–IV порядок сингулярности напряжений стремится к 

единице, когда 2α π→  и 3 2α π→ . В задаче III–III напряжения имеют 

стремящийся к единице порядок при α π→  и 2 .α π→  
 
Институт механики НАН РА 
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Об однородных сингулярных задачах теории упругости 

 
Исследуется поведение напряжений вблизи вершины упругого сектора, 

когда 1) обе радиальные стороны усиленны абсолютно жесткими при растяжении 

и гибкими при изгибе накладками (задача IV–IV), 2) одна сторона усилена на-

кладкой, а на другой стороне заданы либо напряжения (задача I–IV), либо пере-

мещения (задача II–IV), либо условие гладкого контакта (задача III–IV). Гра-

ничные условия на дуговой части контура сектора исключены из рассмотрения, 

т.к. они не влияют на характер напряжений в окрестности вершины сектора. Уста-

новлены не зависящие от свойств материала новые предельные углы раствора 

сектора, меньше (больше) которых напряжения вблизи вершины стремятся к ну-

лю (к бесконечности).   
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ԱԱԱԱ....    ՄՄՄՄ....    ՍարգսյանՍարգսյանՍարգսյանՍարգսյան    
    

ԱռաձգականությանԱռաձգականությանԱռաձգականությանԱռաձգականության    տեսությանտեսությանտեսությանտեսության    համասեռհամասեռհամասեռհամասեռ    սինգուլյարսինգուլյարսինգուլյարսինգուլյար        
խնդիրներիխնդիրներիխնդիրներիխնդիրների    մասինմասինմասինմասին    

    

Հետազոտվել է լարումների վարքը առաձգական սեկտորի գագաթի շրջակայ-
քում, երբ 1. սեկտորի երկու շառավղային կողմերը ուժեղացված են ձգման նկատմամբ 
բացարձակ կոշտ, իսկ ծռման նկատմամբ՝ ճկուն վերդրակներով (խնդիր IV–IV), 2. մի 
կողմը ուժեղացված է վերդրակով, իսկ մյուսում տրված են կամ լարումները (խնդիր I–

IV), կամ տեղափոխությունները (խնդիր II–IV), կամ ողորկ կոնտակտի պայման 
(խնդիր III–IV): Բացահայտված են նյութի հատկություններից անկախ սեկտորի բաց-
վածքի նոր սահմանային անկյուններ, որոնցից փոքր (մեծ) անկյունների դեպքում լա-
րումները սեկտորի գագաթի շրջակայքում ձգտում են զրոյի (անվերջության): 

 
A. M. Sargsyan 

 

On Homogeneous Singular Problems of Elasticity Theory 
 

The behaviour of the stresses in the vicinity of the apex of the rigid circular sector, 

when: 1. the both sides are reinforced by absolutely rigid at tension and flexible at 

bending stringers (problem IV–IV); 2.  one side is reinforced by a stringer and on the 

other side either stresses (problem I–IV), or displacements (problem II–IV), or the 

condition of the smooth contact (problem III–IV) are given, is investigated. The 

boundary conditions of the arch part are not considered, as they do not effect on the 

character of the stresses in the vicinity of the sector apex. Not dependent on the material 

properties, new limiting angles of the sector opening, less (more) of which the stresses 

in the vicinity of the sector apex vanish (tend to infinity), are established.   
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