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Введение. Вопрос о математическом моделировании какого-либо 

объекта [1] порождает четкий план действий. Его можно условно разбить 

на три этапа: модель – алгоритм – программа. 

Данная работа относится к математическому моделированию изгиб-

ной деформации упругого тонкого стержня в постановке моментной тео-

рии упругости со стесненным вращением, с учетом поперечных сдвиговых 

деформаций, и развитию метода конечных элементов для решения при-

кладных задач в этой области. 

В первой части работы развивается уже разработанный подход [2-4], 

и исходя из уравнений плоской задачи моментной теории упругости со 

стесненным вращением [5] построена прикладная модель изгибной дефор-

мации тонкого стержня с выводом формулы для плотности потенциальной 

энергии деформации. 

Среди численных методов особую популярность в настоящее время 

приобрел метод конечных элементов (МКЭ), который тесно связан с пер-

сональным компьютером и вполне ему соответствует. Для МКЭ в форме 
перемещений основным функционалом является полная потенциальная 

энергия системы [6, 7]. 

Для решения конкретных задач об определении напряженно-дефор-

мированного состояния изгибной деформации микрополярных упругих 

тонких стержней со стесненным вращением нами разработан МКЭ, кото-

рый реализуется на персональном компьютере. 

1. Постановка задачи. Рассмотрим изотропный микрополярно-упру-

гий параллелепипед постоянной высоты 2 ,h длины a  и толщины 12 1h = . 

Координатную плоскость 
1 3x x  разместим в срединной плоскости паралле-
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лепипеда. Ось 
3x  направим по высоте, а ось 1x – по длине параллелепи-

педа, которая делит высоту 2h  пополам. Предположим, что в направлении 

оси 2x
 осуществлено обобщенное плоское напряженное состояние. Основ-

ные уравнения обобщенного плоского напряженного состояния микропо-

лярной теории упругости со стесненным вращением приведены в работе 

[5]. 

Нашей целью является построение прикладной (одномерной) модели 

изгибной деформации тонкого стержня с учетом поперечных сдвиговых 

деформаций, принимая за основу уравнения двумерной теории обобщен-

ного плоского напряженного состояния микрополярной упругости со стес-

ненным вращением с применением уже разработанного подхода [2-4]. 

Описание закона изменения перемещений и поворота по толщине 
стержня принимаем линейным [2]: 

),(   ),(   ),( 122113113 xxxVxwV Ω=== ωψ
                      

(1.1)
 

В работах [2-4] кинематическая гипотеза (1.1) названа обобщенной на 

микрополярный случай гипотезой Тимошенко (т.к. формулы для переме-
щений в (1.1) совпадают с формулами кинематической гипотезы Тимо-

шенко [8] в классической теории упругости). 

В микрополярной теории упругости со стесненным вращением пово-
роты частиц тела выражаются через перемещения так, как в классической 

теории упругости 
1

 
2

rotVω
 

= 
 

�

�

,  так что в данном случае будем иметь 

2 2 1 1

1

1
 ( ) .

2

dw
x

dx
ω ψ

 
= Ω = − 

                                   

(1.2)

 
Кроме кинематической гипотезы (1.1) для приведения двумерной за-

дачи к одномерной в работе [2] разработаны и статические гипотезы. 

На основе этих гипотез из указанной выше двумерной теории прихо-

дим к одномерной модели (прикладной модели) изгибной деформации ми-

крополярных упругих тонких стержней со стесненным вращением, опре-

деляющие уравнения которой имеют вид: 

уравнения равновесия (движения) 

);2(2

),
3

2
(2    ),2(2

2

2
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31331
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∂
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∂
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∂
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∂
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∂
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(1.3)

 
соотношения упругости 

13 31 13

3

11 11 12 12

4 ,

2
,    2 ;

3

N N h

Eh
M K L Bhk

µ+ = Γ

= =

                                 

(1.4) 
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геометрические соотношения 

13 1

1

1 2

11 12 2 1

1 1 1

,

1
,    , .

2

w

x

w
K k

x x x

ψ

ψ
ψ

∂
Γ = +

∂

 ∂ ∂Ω ∂
= = Ω = − 

∂ ∂ ∂ 
                     

(1.5)

 
Здесь 

13N ,
31N  – усредненные по толщине стержня усилия; 

11M , 12L  – усред-

ненные моменты от силового напряжения 11σ
 и моментного напряжения 

12
µ  по толщине стержня; 13

Γ  – сдвиговая деформация; 11K  – изгибание 

оси стержня (связанного с изгибающим моментом 
11M ), а 12k – изгибание 

оси стержня (связанного с изгибающим моментом 12L ); 2q  – интенсив-

ность распределенной нагрузки, нормальной к оси стержня; 
1

2q  – интен-

сивность распределенной нагрузки, направленной параллельно к оси стер-

жня; 32m – интенсивность распределенного внешнего момента; E  и µ  – 

классические модули упругости и сдвига материала стержня; B  – новая 

упругая константа микрополярного материала стержня. 

Граничные условия на торце стержня (на 
1 0x = или 

1x a= ) имеют 

вид: 

11 11 ,M M
∗= или 

1 1 ,ψ ψ ∗=  

13 13 ,N N
∗=  или ,w w∗=                                    (1.6) 

12 12 ,L L
∗= или 2 2 .∗Ω = Ω  

Общий вид функционала полной потенциальной энергии системы вы-

ражается так: 

(

( ),)()(

)222

02121311121213111

12311

0

11 ==
++−++−

−−−−= ∫

xax

a

LwNMLwNM

dxmqwhqWU

ΩψΩψ

Ωψ

           

(1.7)  

 
где 

3
2 2 2

11 13 12 ,
3

h
W E K h Bhkµ= + Γ +

                                 
(1.8)  

 
W  – линейная плотность потенциальной энергии деформации микропо-

лярного стержня при изгибе ( 2Ω  выражается формулой (1.2)). 

Минимизируя функционал (1.7), получим основные дифференциаль-

ные уравнения (1.3)-(1.5) и естественные граничные условия (1.6) для 

изгибной деформации микрополярной балки. 

2. Матрица жесткости конечного элемента микрополярной балки. 
Рассмотрим вывод матрицы жесткости конечного элемента микрополяр-

ной балки. 

Выберем для прогиба w  и полного поворота 1
ψ  нормального элемен-

та разложения в виде кубических полиномов: 
2 3

1 0 1 1 2 1 3 1

2 3

1 1 0 1 1 2 1 3 1

( ) ,

( ) ,

w x a a x a x a x

x b b x b x b xψ

= + + +

= + + +
                                  

(2.1)  
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здесь ,i ia b  – коэффициенты, которые выражаются через узловые переме-

щения и повороты. Узловые перемещения обозначим следующим обра-
зом: 

1 2 1 3 1 4

5 6 1 7 1 8

(0) ,   (0) ,   (0) ,   '(0) ,  

( ) ,   ( ) ,   ( ) ,   '( ) .

w w

w a w a a a

δ δ ψ δ ψ δ

δ δ ψ δ ψ δ

′= = = =

′= = = =
                  

(2.2)  

 
Как видим, данный конечный элемент имеет восемь степеней свобо-

ды. 

Подставив разложения (2.1) в (2.2), выразим коэффициенты ii ba ,  че-

рез узловые перемещения и повороты kδ . Подставив ii ba ,  в (2.1), имеем 

для перемещения и поворотов аппроксимации: 

1 1

1,2,5,6

1 1 1

3,4,7,8

( ) ( ),

( ) ( ),

i i

i

i i

i

w x N x

x N x

δ

ψ δ

=

=

=

=

∑

∑
                                       

(2.3)  

 
где )(xN i  – функции формы элемента, которые имеют вид: 

2 3 2 3

1 3 1 1 2 4 1 1 12 3 2

2 3 2 3

5 7 1 1 6 8 1 12 3 2

3 2 2 1
1 ,   ,  

3 2 1 1
,   .

N N x x N N x x x
aa a a

N N x x N N x x
aa a a

= = − + = = − +

= = − = = − +

         

(2.4)  

 
Подставив (2.3) в функционал (1.7), после интегрирования получим 

функцию восьми независимых переменных 
1 8
,..., .δ δ  Минимизация функ-

ционала (1.7) приводит к нахождению минимума функции восьми незави-

симых переменных 

0     (k 1,2,3,...,8).
k

U

δ

∂
= =

∂
 

Вычислив соответствующие частные производные, получим систему 
линейных алгебраических уравнений  

[ ] { } { }.K Pδ⋅ =
                                             (2.5) 

Здесь K  – матрица жесткости элемента размером 8 8,×
 
представляю-

щего собой важнейшее понятие метода конечных элементов; 

1 2 3 4 5 6 7 8{ } { , , , , , , , }
Tδ δ δ δ δ δ δ δ δ=  – вектор узловых перемещений и поворотов;  

{ }
T

P  – сосредоточенные узловые силы и моменты.  

Ниже приведены выражения для элементов матрицы жесткости ко-
нечного элемента: 

2

11 15 55 3
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13 17 35 57 ,K K K K hµ= = − = − = −  
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22 66 24 68 26

2 4
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44 88
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(21 6 28 )
,  
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(21 18 28 )
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1260
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3. Модельный расчет микрополярных упругих стержней со стес-
ненным вращением для задачи статики. В качестве примера рассмот-

рим задачу изгиба стержня, когда вдоль оси 1x приложена равномерно рас-

пределенная нагрузка интенсивности q (в этом случае 0 ,0 ,0 31 =≠= mqq ) а 

концы стержня шарнирно-оперты. Для граничных условий шарнирного 

опирания имеем 

11 12 10,  0,   0,   при  0; .w M L x a= = = =
                          

(3.1)
 

Имея в виду (3.1), для функционала (1.7) будем иметь 

( 1

0

2 ) .

a

U W qw dx= −∫  

После построения матрицы жесткости K  и вектора эквивалентных 

узловых сил и моментов P  с учетом граничных условий (3.1) составим 

систему линейных алгебраических уравнений (2.5), соответствующую рас-

сматриваемой задаче при разных числах разбивания стержня на конечные 

элементы. 
Рассмотрим случай, когда стержень разбит на два конечных элемента. 

Результат вычислений (максимальный прогиб) приведем для случая, когда 

физические постоянные имеют значения: 0,75 ,МПаµ = 191 ,E МПа=  B =  

1000 ,Н=  нагрузка 
30,5 10 ,q Па= ⋅  а геометрические размеры балки таковы: 

8 ,  0, 2 a мм h мм= =  (приведем также результат по классической теории из-

гиба упругого тонкого стержня). 

Как видно из табл. 1, учет микрополярности материала стержня при-
водит к повышению жесткости по сравнению с классическим случаем ма-

териала. 
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Таблица 1 

Максимальные прогибы микрополярного и классического стержня 
 

Микрополярный 

стержень 

Классический 

стержень 

 

Точное 

значение 

Два 

конеч-

ных 

элемента 

Четыре 

конеч- 

ных 

элемента 

Точное 
значе-

ние 

Два 

конеч- 

ных 

элемента 

Четыре 

конеч- 

ных 

элемента 

 

 

кл

миккл

w

ww

max

maxmax −

 

maxw

м 

82.86 10−⋅
 

82.59 10−⋅
 82.77 10−⋅  8

4 10
−⋅  83.62 10−⋅

 

83.86 10−⋅
 

0.285 

 

4. Динамическая задача микрополярного упругого стержня со сте-

снённым вращением. Приведем общий вид функционала полной меха-

нической энергии (сумма потенциальной энергии деформации и кинетиче-
ской энергии) микрополярно-упругого стержня для изгибной деформации: 
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(4.1)  

 
Представим основные кинематические функции задачи при свобод-

ных колебаниях: 

( )

( )

2 3

1 0 1 1 2 1 3 1

2 3

1 0 1 1 2 1 3 1

( , ) sin ,

( , ) sin ,

w x t a a x a x a x t

x t b b x b x b x t

ω

ψ ω

= + + +

= + + +
                           

(4.2)

 
где ω  частота собственных колебаний.  

Подставляя (4.2) в (4.1), задачу минимизации функционала (4.1) при-

водим к нахождению минимума функции восьми независимых перемен-

ных 0,   k 1,2,3,...,8 .
k

U

δ

 ∂
= = 

∂ 
 

Вычислив соответствующие частные производные, приходим к  

матричному уравнению:  

( )2
{ } 0,K Mω δ− ⋅ =

                                         
(4.3)

 
где K  – матрица жесткости конечного элемента, М  – матрица масс ко-

нечного элемента. 

Ниже приведены выражения для элементов матрицы массы конечного 
элемента: 
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5 35 20 105

hJ ha hJ ha
М М M M
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3

22 66 24 68

(7 2 )
, 0

105

h aJ a
M M M M

ρ+
= = = =

 
3 2

26 28 46

2
2 2

33 77 34 78

2 2 2

37 38 47

( 14 12 )
, ,

840 120

13
(3 4 ), 11 ( ),

210 420 315

3 13
(3 4 ), (3 4 ),

140 2520

h aJ a a hJ
M M M

J h
M M ah J h M M a h

M ah J h M M a h J h

ρ

ρ
ρ

ρ ρ
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= = + = − = +
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3 3
3 3 3 3

44 88 48

2 3 1
, .

210 315 840 210

ha J ha J
M M h a M h aρ ρ= = + = − −

 

Для определения частот свободных колебаний составим уравнение 

1

2

1
0.K M E

ω
− − =  

Результат вычислений (когда стержень разбит на два конечных эле-
мента) приведем для случая, когда физические постоянные стержня имеют 

значения предыдущей задачи, а ./103,5,/7700 63 мкгJмкг −⋅==ρ  

Таблица 2 

Наименьшая частота ω  свободных колебаний 

 

  Микрополярный 

стержень, с
-1

 

Классический 

стержень, с
-1

 

a ( )м  h ( )м  Точное 

значение 

Два конеч-

ных 

элемента
 

Точное 

значение 

Два конечных 

элемента
 

38 10−⋅
710−

 
810−

 

30.2 10−⋅  
90.5 10−⋅
100.5 10−⋅  

50.848 10⋅
110.1965 10⋅
120.1965 10⋅

 

50.849 10⋅  
110.1969 10⋅
120.1969 10⋅

 

50.7181 10⋅  
100.1404 10⋅
110.1404 10⋅  

50.7184 10⋅  
100.1408 10⋅  
110.1408 10⋅  

 

Как видно из приведенных таблиц, учет микрополярности материала 
стержня приводит к повышению расчетной собственной частоты, а в обла-

сти наноразмеров эти частоты находятся в терагерцевом диапазоне. 
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Mатематическая модель микрополярных упругих тонких стержней  

со стесненным вращением и метод конечных элементов 

 
Принимаются гипотезы, адекватным образом заменяющие свойства асимпто-

тического решения граничной задачи обобщенного плоского напряженного состо-

яния микрополярной теории упругости со стесненным вращением в тонкой дву-
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мерной области, на основе которых построена прикладная модель изгибной де-

формации тонких стержней. Разрабатывается соответствующий алгоритм метода 

конечных элементов для решения граничных задач статики и свободных колеба-

ний изгибной деформации микрополярных упругих тонких стержней со стеснен-

ным вращением. На основе анализа полученных численных результатов устанав-

ливаются некоторые эффективные свойства учета микрополярности материала по 

сравнению с классическим случаем. 

 

ՔՔՔՔ. . . . ԱԱԱԱ. . . . ԺամակոչյանԺամակոչյանԺամակոչյանԺամակոչյան,,,,    ՀՀ ԳԱԱ թղթակից անդամՀՀ ԳԱԱ թղթակից անդամՀՀ ԳԱԱ թղթակից անդամՀՀ ԳԱԱ թղթակից անդամ    ՍՍՍՍ. . . . ՀՀՀՀ. . . . ՍարգսյանՍարգսյանՍարգսյանՍարգսյան    

    

ԿաշկանդվածԿաշկանդվածԿաշկանդվածԿաշկանդված    պպպպտույտներովտույտներովտույտներովտույտներով    միկրոպոլյարմիկրոպոլյարմիկրոպոլյարմիկրոպոլյար    առաձգականառաձգականառաձգականառաձգական    բարակբարակբարակբարակ    ձողերիձողերիձողերիձողերի    

մաթեմատիկականմաթեմատիկականմաթեմատիկականմաթեմատիկական    մոդելըմոդելըմոդելըմոդելը    ևևևև    վերջավորվերջավորվերջավորվերջավոր    էլեմենտներիէլեմենտներիէլեմենտներիէլեմենտների    մեթոդըմեթոդըմեթոդըմեթոդը    

    
Ընդունվում են վարկածներ, որոնք համարժեք փոխարինում են կաշկանդված 

պտույտներով միկրոպոլյար առաձգականության տեսության ընդհանրացված հարթ 

լարվածային վիճակի երկչափ բարակ տիրույթում եզրային խնդրի ասիմպտոտիկ լուծ-

ման հատկությունները, որոնց հիմքի վրա կառուցվում է բարակ ձողի ծռման դեֆոր-

մացիայի կիրառական մոդելը: Միկրոպոլյար առաձգական կաշկանդված պտույտ-

ներով ձողերի ստատիկայի և ազատ տատանումների եզրային խնդիրների լուծման 

համար մշակվել է վերջավոր էլեմենտների մեթոդի համապատասխան ալգորիթմ: 

Ստացված թվային արդյունքների անալիզի հիման վրա հաստատվում են նյութի մի-

կրոպոլյարության հաշվառման արդյունավետ յուրահատկությունները համեմատած 
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Mathematical Model of Micropolar Elastic Thin Beams     
with Constrained Rotations and the Finite Element Method 

 

In this paper hypotheses are accepted, which adequately replace properties of 

asymptotic solution of boundary-value problem of plane stress state of micro-
polar theory of elasticity with constrained rotation in thin two-dimensional region. On 

the basis of them applied model of bending deformation of thin beams is 

constructed. The appropriate algorithm of the finite element method is develo-
ped for solving boundary problems of statics and free oscillations of bending 

deformation of micropolar elastic thin beams with constrained rotation. On the basis of 

the analysis of the numerical results effective properties of the micropolarity of the 

material are established compared to the classical case. 
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