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1. Introduction. Throughout this paper qF  stands for a finite field with q  

elements [1] ( q - power of a prime number), and  n

qF  for a n -dimensional linear 

space over qF : ( ){ }1 2
, , , , 1,2, ,n

q n i q
F F i nα α α α α≡ = ∈ =… … . If L  is a linear 

subspace in n

qF  and n

qFα ∈ , then the set { }L x x Lα α+ = + ∈  is a coset (or 

translate) of the subspace L  and ( )dim Lα +  coincides with dim L . An 

equivalent definition: a subset n

qH F⊆  is a coset if whenever 
1 2, , mh h h…  are in 

,H so is any affine combination of them, i.e.,  
1

m

j ii
h Hλ

=
∈∑  for any 1 2, , mλ λ λ…  

in qF  such that  
1

1
m

ii
λ

=
=∑ . It can be readily verified that any -dimensional 

coset in n

qF  can be represented as a set of solutions of a certain system of linear 

equations over qF  of rank n m−  and vice versa.  

Defination 1. Let M  be a subset in n

qF  and 
1 2, , mH H H M⊆…   be cosets 

of linear subspaces in n

qF . If 
1

m

ii
M H

=
=∑  then we say that  { }1 2, , mH H H…   is a 

linearized covering of  M  of complexity (or length) m . The linearized covering 

of M  with minimal length is the shortest linearized covering of M . 

The problem of the shortest (minimal) linearized covering of the set of 

solutions of a polynomial equation over a finite field was first investigated in [2, 

3]  for a simple field 
2F , and the theory of linearized disjunctive normal forms 

was introduced. Some metric characteristics of the linearized coverings of 

subsets of a finite field were investigated in [4, 5]. The problem of a linearized 

covering of symmetric subsets of a finite field was solved in [6], and for the sets 
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of solutions of quadratic and some higher-degree equations over a finite field 

was solved in [7-12].  

Main theorem. For given qb F∈ and 1n ≥  consider an equation 

1 2 3 2 3 4 3 1 2 1 2 5 4 6 8 3 2 3 2n n nx x x x x x x x x x x x x x x x x x b−+ + + + + + + =… …            (1) 

оver  qF . The set of solutions of (1) we denote by M . It is clear that  3n

qM F⊆ . 

We rewrite equation (1) in the following form: 

( )( ) ( )( ) ( )( )1 4 2 5 3 4 7 5 8 6 3 2 1 3 1 2 3n n nx x x x x x x x x x x x x x x b− −+ + + + + + + + + =…   (2) 

If ( )0 mod 2n ≡  or ( )0 mod 2q ≡  then 

( ) ( )
1

1

3 2 1 3 2 3 1

1

1
n

i

n i i

i

x x x x
−

−

− − +
=

+ = − +∑  and ( ) ( )
1

1

3 1 2 3 1 3 2

1

1
n

i

n i i

i

x x x x
−

−

− − +
=

+ = − +∑  

and equation (2) can be rewritten in the form 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 4 2 5 3 4 7 5 8 6 3 5 3 2 3 4 3 1 3 1n n n n n
x x x x x x x x x x x x x x x− − − − −

+ + + + + + + + + +…  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1

1 1

3 2 3 1 3 1 3 2 3

1 1

1 1
n n

i i

i i i i n

i i

x x x x x b
− −

− −

− + − +
= =

   
+ − + − + =   
   
∑ ∑ .                (3)  

For any vector ( ) 3

1 2 3, , ,
n

n qFα α α α= ∈… , when ( )1 mod 2n ≡  and ( )1 mod 2q ≡ , 

we construct a new vector 

( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 4 2 5 4 7 5 8 3 2 1 3 1 2, , ,
n

n n qFα α α α α α α α α α α α α− −= + + + + + + ∈ɶ … , 

and when ( )0 mod 2n ≡   or ( )0 mod 2q ≡ , we construct a vector 

( )( ) ( )( ) ( )( )( ) 1

1 4 2 5 4 7 5 8 3 5 3 2 3 4 3 1, , ,
n

n n n n qFα α α α α α α α α α α α α −

− − − −= + + + + + + ∈ɶ … . 

Further everywhere ( )z γ  denotes the number of zero coordinates of the vector 

( )1 2, , , m

m qFγ γ γ γ= ∈… . Moreover, for any { }0,1, ,s n∈ …  we have the set 

( ) ( ){ }1 2 3
, , ,

s n
M M z sα α α α α= = ∈ =ɶ… . 

It should be noted that for ( )0 mod 2n ≡  or ( )0 mod 2q ≡   the set  
nM  does not 

exist. It is clear that  s tM M s t= ∅ ⇔ ≠∩  and 

s

s

M M=∪ . 

We denote by ( ),qE n s  the minimal complexity of the linearized covering 

of the set  sM , and by ( )qE n  we denote the complexity of the shortest covering 

of M  by cosets that are entirely contained in one of the sets , 0,1, ,sM s n= … . 

Our goal is to evaluate the values of ( ),qE n s  and ( )qE n . 

Theorem 1. When ( )1 mod 2n ≡ and ( )1 mod 2q ≡
 
then 

( )
( )

( )2
1 2 ,

, ,
2 ,

n ss s

n

q
n

C q if s n
E n s

if s n

− − <
≤ 

=
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( )

( )
( )

( )
( )

2

2

1
1 2 , 0

1 1
, 1 2 , 0,

1
2 , 0

s

n ss

n

s

n ss

q n

s

C q if s n and b
q

E n s C q if s n and b
q q

if s n and b
q

−

−

  
 − − < ≠ 
  


 
≥ − − < =  

 

  − = =  

 

( )
( )

( )

2

2

1 2 2 , 0

1 2 , 0

n
n

q n

q if b

E n

q if b

 − + − ≠ 
≤ 

  − + =
 

 

( )

( )

( )

2

2

1 1
1 2 2 , 0

.

1 1 1 1
1 2 2 , 0

n n

q n n

q if b
q q

E n

q
q if b

q q q q

    
 − + − − − ≠    
     

≥ 
     −

− + − + − =     
      

 

Theorem 2. When ( )0 mod 2n ≡  or ( )0 mod 2q ≡ then 

( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )

( )( )

2 1

2 2 11

1

2

2

1 , 0

2 2 1 , 0 1
, ,

1 2 2 , 1 0

2 3 2 2 2, 1 0

n

n s n ss s

n

q
s

s

q if s

C q q o q if s n
E n s

q if s n and b

q q if s n and b

−

− − −−

−

 − =

 − − + < < −

≤ 
 − − = − ≠

 − + − + = − =


 

( )

( )
( )

( )
( )

( )

2 1

1

2 1

1

2

2

1
1 2 , 0 1 0

1 1
1 2 , 0 1 0

,
11 1 1

1 2 2 1 , 1 0

1 3 1 1 1 1
3 2 2 1 1

s

n ss

n

s

n ss

n

q s s

s

s s

C q if s n and b
q

C q if s n and b
q q

E n s
s

if s n and b
q q q q

q q q q qq

− −

−

− −

−

 
− − ≤ < − = 

 

 
− − ≤ < − ≠ 

 
≥

 −     
 − − − − + = − ≠     
       

     
− + − + − − −    

     

3

1
, 1 0

s

if s n and b
q














  
− = − =   

  

( ) ( )
( ) ( )( )2 1 2 1

1
n n

qE n q o q
− −

≤ − + , 

( )
( )

( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

2 1 2 1

2 1 2 1 1

1 o , 0

.1
1 o , 0

n n

q n n

q q if b

E n
q q if b

q

− −

− − −

 − + ≠


≥ 
− + =


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V. P. Gabrielyan 

Linearized Coverings for Sets of Special Solutions of  

of One Cubic Equation over a Finite Field 

 
The complexity of linearized covering is estimated for the set of special solutions 

of one cubic equation over an arbitrary finite field. 

 

ՎՎՎՎ. ՊՊՊՊ. ԳաբրիելյանԳաբրիելյանԳաբրիելյանԳաբրիելյան    

ՎերջավորՎերջավորՎերջավորՎերջավոր    դաշտիդաշտիդաշտիդաշտի    վրավրավրավրա    մեկմեկմեկմեկ    խորանարդխորանարդխորանարդխորանարդայինայինայինային    հավասարմանհավասարմանհավասարմանհավասարման    հատուկհատուկհատուկհատուկ    

լլլլուծումներիուծումներիուծումներիուծումների    բազմությունների բազմությունների բազմությունների բազմությունների գծայնացվածգծայնացվածգծայնացվածգծայնացված    ծածկույթներըծածկույթներըծածկույթներըծածկույթները    

    
Գծայնացված ծածկույթների բարդությունը գնահատված է կամայական 

վերջավոր դաշտի վրա մեկ խորանարդային հավասարման հատուկ լուծումների 

բազմությունների համար: 

 

В. П. Габриелян 

Линеаризованные покрытия для множеств специальных решений 

одного кубического уравнения над конечным полем 
 

Оценивается сложность линеаризованного покрытия для множеств специаль-

ных решений одного кубического уравнения над произвольным конечным полем. 
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