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1. Введение. Контактные задачи о взаимодействии тонкостенных эле-
ментов в виде стрингеров с массивными деформируемыми упругими тела-
ми составляют довольно обширную область математической теории упру-
гости. Первые исследования в этой области восходят к известной работе 
[1], где рассмотрены две фундаментальные задачи. В дальнейшем эти за-
дачи были обобщены и развиты в различных направлениях [2-7]. Многие 
результаты исследования указанного круга контактных задач изложены в 
[8], а довольно обстоятельный обзор первых работ и результатов этой 
области приведен в [9].  

В настоящей статье с точки зрения возможного образования верти-
кальной краевой трещины в упругой полубесконечной пластине, когда си-
стема пластина – стрингеры подвержена воздействию растягивающих в 
горизонтальном направлении сил, рассматривается контактная задача о 
взаимодействии двух одинаковых симметрично расположенных стринге-
ров с такой пластиной. На основании решения этих задач в указанном 
случае симметрического нагружения системы пластина – стрингеры при 
помощи комплексных потенциалов Колосова – Мусхелишвили для упру-
гой полуплоскости [10] определяются разрушающие нормальные напря-
жения на оси симметрии пластины, т.е. на ее вертикальной оси. Далее в 
этих напряжениях, достигающих своего максимума на границе пластины, 
записывается условие ее хрупкого разрушения. Показывается, что при до-
статочно близких расстояниях между ближними концами стрингеров ус-
ловие хрупкого разрушения упругой полубесконечной пластины заведомо 
выполняется. В результате пластина растрескивается и образуется вер-
тикальная краевая трещина. Это обстоятельство приводит к необходи-
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мости исследования в дальнейшем задач о напряженно-деформированном 
состоянии упругой полубесконечной пластины, усиленной на своей грани-
це двумя одинаковыми симметрично расположенными стрингерами и ос-
лабленной коллинеарной системой вертикальных трещин, в том числе и 
при наличии краевой трещины. 

2. О контактном взаимодействии двух одинаковых абсолютно 
жестких стрингеров с упругой полубесконечной пластиной. Пусть от-
несенная к прямоугольной системе координат Oxy  упругая полубесконеч-
ная пластина, занимающая нижнюю полуплоскость 0,y ≤  обладает моду-
лем упругости E  и коэффициентом Пуассона ν . Пусть далее пластина на 
своей границе 0y =  по двум отрезкам [ ],a b− −  и [ ],b a  одинаковых длин, 

расположенных симметрично относительно начала координат, усилена 
двумя абсолютно жесткими на растяжение-сжатие и абсолютно гибкими 
на изгиб стрингерами. В центрах концевых сечений x a= ±  стрингеров 
действуют горизонтальные сосредоточенные растягивающие силы .P  Се-
чения стрингеров x b= ±  свободны от внешних сил. Предполагается, что 
стрингеры не сопротивляются изгибу, т.е. в вертикальном направлении 
они обладают абсолютной гибкостью. Тогда на контактных участках 

{ }0;L y b x a= = < <  нормальными контатными напряжениями по отно-

шению касательных контактных напряжений можно пренебречь, т.е. бу-
дем иметь 

( ) ( ) ( )( )
0 0

0; ; .y xyy y
x x L x xσ τ τ τ τ

=− =−
= = ∈ − = −  

Здесь yσ  и xyτ – соответственно, компоненты нормальных и касательных 

напряжений. 
При указанном симметрическом нагружении стрингеров и в предпо-

ложении, что пластина находится в обобщенном плоском напряженном 
состоянии, требуется определить касательные контактные напряжения 

( )xτ , отнесенные к единице ширины пластины. 

Воспользовавшись комплексными потенциалами для упругой полу-
плоскости [10], когда на ее границе действуют только горизонтальные си-
лы, решение описанной контактной задачи сведем к решению следующего 
интегрального уравнения (ИУ) Фредгольма первого рода: 

( ) ( ) ( )( )2 1
ln , , .

b a

a b

s ds signx x a b b a
E x s

τ δ
π

−

−

 
+ = ∈ − − ∪  − 
∫ ∫                

(1)
 

Здесь δ – величина жесткого горизонтального перемещения стрингеров. 
Приняв во внимание нечетность функции ( )xτ , ИУ (1) можем преоб-

разовать к виду 

( ) ( )2
ln .

a

b

x s
s ds b x a

E x s
τ δ

π
+ = < <
−∫                                

 (2)
 

Решение ИУ (2) должно удовлетворять условию равновесия правого 
стрингера 
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( ) .
a

b

x dx Pτ =∫                                                
 (3)

 
Теперь исходя из интегрального соотношения [11] 

( ) ( )
( )

2 2 2 2
ln ,

a

b

x s ds K
b x a

x s aa s s b

π+ = < <
− − −

∫  

получим следующее решение ИУ (2): 

( ) ( ( ) ( ) ( )( ) ( )2 2 2 22 ,x a E K a x x b b x aτ δ= − − < <
                   

(4)
 

где ( ) ( )K K k k b a= = – полный эллиптический интеграл первого рода мо-

дуля k . Далее (4) подставим в (3) и для вычисления полученного интег-

рала по формуле ( ) ( )2 2 2 2 0 1x a a b t t= − − < <  от переменной x  перейдем к 

переменной t . В результате установим зависимость между жестким сме-
щением стрингеров δ  и растягивающих их сил P : 

( ) ( ) ( )( )22 ; 1 .P E K K K K k k kδ ′ ′ ′ ′= = = −
                      

(5)
 

Представляя выражение δ  из (5) в (4), придем к формуле 

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2 .x aP K a x b x b x aτ ′= − − < <
                        

(6)
 

Эта формула в форме 

( ) ( )( ) ( )2 2 2 2x aPsignx K a x x b b x aτ ′= − − < <
                    

 (7)
 

ранее была получена в [12]. 
Исходя из (6) или (7) определим компоненты напряжений на верти—

кальной оси упругой полуплоскости, т.е. на отрицательной полуоси Oy . С 
этой целью воспользуемся комплексными потенциалами Колосова –-Мус-
хелишвили для нижней упругой полуплоскости в полярной системе коор-
динат ,r ϑ . Тогда нижняя полуплоскость 0y ≤  описывается следующим 
образом: 

{ } ( )0 ; 0 cos , sin .r x r y rπ ϑ ϑ ϑ−Π = ≤ < ∞ − ≤ ≤ = =  

Нужные нам формулы имеют вид [10] (с. 133) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 ; ;i
r r rz z i z z e z z zϑ

ϑ ϑσ σ σ τ  ′+ = Φ + Φ − = Φ + Φ − Φ + Ψ      
 (8)

 
где ,r ϑσ σ  – в полярной системе координат компоненты нормальных на-

пряжений в радиальном и в окружном направлении, соответственно, а rϑτ  

– компонента касательных напряжений. Здесь ( )zΦ  и ( )zΨ – комплексные 

потенциалы, аналитические в нижней полуплоскости Im 0z <  функции. Из 
первого уравнения (8) определим rσ  и его выражение подставим во второе 
уравнение (8). В результате придем к формуле 

( ) ( ) ( ) ( )2 .i
ri z z e z z zϑ

ϑ ϑσ τ ′+ = Φ + Φ + Φ + Ψ                                  
 (9)

 
Но для нижней упругой полуплоскости ([10], с. 405, ф-ла (11) и с. 408, ф-
ла (2)) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )1
; ,

2

P t iT t
z z z z z z z z dt

i t zπ

∞

−∞

+
′Ψ = −Φ − Φ − Φ Φ = Φ Φ =

−∫    
(10) 
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где ( )P t  и ( )T t – интенсивности, соответственно, нормальных и касатель-

ных сил, приложенных на границе полуплоскости. В данном случае имеем 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( )
;

0 ;
0 , \ ;

t t L
P t t T t

t L
τ ∈

≡ −∞ < < ∞ =  ∈ −∞ ∞
  ( ) ( )

2 2

1
.

a

b

t t dt
z

t z

τ
π

Φ =
−∫   

(11) 

Выражение функции ( )zΨ  из (10) подставим в (9), в результате чего будем 

иметь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 .i
ri z z e z z z z zϑ

ϑ ϑσ τ  ′+ = Φ + Φ + − Φ − Φ − Φ   

Далее полагая в этой формуле ( )2 , 0z iy yϑ π= − = < , при помощи (11) 

получим 
( ) ( )

3

2 22 2

4
; 0 0 .

a

r

b

t t dt
y

t yϑ ϑϑ π ϑ π

τ
σ τ

π=− =−
= = ≤ < ∞

+∫                
 (12)

 
При этом 

( ) ( ){ } ( )
( )

( )
2

22 2 22

4
2 0 .

a

r

b

t t dty
z z y

t y
ϑϑ π

ϑ π

τ
σ σ

π=−
=−

 = Φ + Φ − = ≤ < ∞
  +

∫
    

 (13)

 
Отметим, что по первой формуле (8) r ϑσ σ+  представляет собой двукрат-
ную вещественную часть аналитической в нижней полуплоскости функ-
ции ( )zΦ . Следовательно, r ϑσ σ+  гармоническая в этой полуплоскости 

функция и поэтому своего максимума достигает на границе полу-
плоскости. Но при 0y =  по (13) 

2
0r ϑ πσ

=−
= , откуда следует 

( ) ( )
0;
0

4
max max ,

a

xr
y b

t dt

tϑ ϑ ϑ

τ
σ σ σ σ

π=
=

+ = = = ∫                      
 (14)

 
где принята во внимание первая формула (12). С другой стороны, по 
принципу симметрии возможное хрупкое разрушение упругого тела про-
исходит по траектории максимальных нормальных напряжений, когда по-
следние превосходят предел хрупкого разрушения для данного материала. 
Следовательно, в данном случае согласно (14) хрупкое разрушение упру-
гой полубесконечной пластины происходит по ее вертикальной оси при 
условии 

( )4
,

a

b

b

t dt

t

τ
σ

π
≥∫                                             

 (15)
 

где bσ – предел хрупкого разрушения материала пластины. В процессе раз-
рушения в пластине образуется вертикальная краевая трещина. 

Далее выражение касательных контактных напряжений из (6) подста-
вим в (15): 

( )( )2 2 2 2

4 a

b

b

aP dt

K t a t t b
σ

π
≥

′ − −
∫  

и для вычисления этого интеграла от переменной t  перейдем к перемен-
ной ,s  полагая 1t s= . После простых преобразований условие (15) при-
мет вид 

( ) 2 ; .bkK k P aσ σ σ′ ≤ =
                                    

 (16)
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Для достаточно малых k  соотношение (16) заведомо выполняется. В са-
мом деле, воспользуемся известным представлением ([13], с. 919, ф-ла 
8.113.3), в котором заменив k  на k ′ , будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

2 2ln 4 1 2 ln 4 2 1 2 ...
ln 4 0 .

K K k k k k
K k k

′ ′= = + − ⋅ + ⇒
′⇒ → +∼                

(17)
 

На основании последнего 
( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0 0 0
lim lim ln 4 lim ln 4 ln 1 0,
k k k

k K k k k k k
→+ →+ →+

′ = = − =  

что и доказывает высказанное утверждение. 
Отметим, что на основании (17) условие (16) можно представить в ви-

де 
( ) ( )ln 4 0 .bk k kσ≤ → +  

В табл. 1 приведены значения функций ( ) ( ) ( ) ( ); ln 4f k k K k g k k k′= = .  

 
Таблица 1 

Значения функций ( )f k  и ( )g k  

 

При малых k  они с большой точностью совпадают. Условие хрупко-

го разрушения пластины (16) можно выразить также через жесткие пере-

мещения стрингеров δ . А именно, из (5) 2P EK Kδ′= , и подставляя это 

выражение P  в (16), придем к условию 

( ) ( )0 0 0 0; .bk K k a Eδ σ δ δ σ σ≤ = =
                            

 (18)
 Так как ( )

0
lim 0,
k

k K k
→+

=  то для данного 0δ  и 0σ  условие (18) для достаточно 

малых k  выполняется. 
3. Контактная задача о взаимодействии двух одинаковых симмет-

рично расположенных упругих стрингеров с упругой полубесконеч-
ной пластиной. Пусть описанная в предыдущем пункте упругая полубес-
конечная пластина, опять отнесенная к прямоугольной системе координат 
Oxy , на сей раз по совокупности отрезков своей границы L  усилена двумя 
одинаковыми упругими стрингерами, симметрично расположенными от-
носительно начала координат. Считается, что стрингеры обладают моду-
лем упругости sE , площадью поперечного сечения sA , причем 1sA hd= , где 

h  – их высота, а 1d  – их ширина, в центрах их поперечных сечений x a= ±  
опять, как выше, действуют горизонтальные сосредоточенные растягиваю-

k  10-10 10-8 10-7 10-6 
0. 

0001 
0.001 0.01 0.1 0.2 0.3 0.5 

( )f k

 

2.44 x 

10-9 

1.98x 

10-7 

1.75 x  

10-6 

0. 

000016 

0. 

00109 

0. 

00864 

0. 

06338 

0. 

4038 

0. 

669832 

0. 

8844 

1. 

22067 

( )g k

 

2.44 x 

10-9 

1.98 x  

10-7 

1.75 x  

10-6 

0. 

000015 

0. 

00106 

0. 

00829 

0. 

05991 

0.368

89 

0. 

59915 

0. 

77708 

1. 

03972 
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щие силы величины P . Сечения стрингеров x b= ±  свободны от внешних 
сил, а по срединным линиям их верхних граней действуют горизонталь-
ные растягивающие силы интенсивности ( ) ( ) ( )( )x x xτ τ τ+ + +− = − . Кроме то-

го пластина на бесконечности в горизонтальном направлении подвержена 
растяжению равномерно распределенными силами интенсивности 0P . 
Предполагается, что пластина находится в обобщенном плоском напря-
женном состоянии, а стрингеры, как обычно [1, 3], находятся в одноосном 
напряженном состоянии.  

При этих предположениях требуется определить касательные контак-
тные напряжения под стрингерами ( )xτ −  и осевые напряжения в сечениях 

стрингеров ( )s xσ . 

Приступим к выводу определяющих уравнений поставленной задачи, 
придерживаясь обозначений [8]. Рассматривая равновесие части [ ],b x  

правого стрингера, находим 

( ) ( ) ( ) ( )1
.

x x

s
s b b

x d s ds s ds b x a
A

σ τ τ− +

 
= − ≤ ≤ 

 
∫ ∫                (19) 

Здесь ( )1 2min ,d d d=  – эффективная ширина контактного участка [8], где 

2d  – ширина пластины. Отсюда по закону Гука для осевой деформации 
получим 

( ) ( ) ( ) ( )1
,

x x

s
s s b b

x d s ds s ds b x a
A E

ε τ τ− +

 
= − ≤ ≤ 

 
∫ ∫             (20) 

а полагая в (19) x a= , придем к условию равновесия правого стрингера: 

( ) ( ); .
a a

b b

d s ds Q Q P s dsτ τ− += = +∫ ∫                              (21) 

Теперь отметим, что в интегралах (19) и (20) их пределы ( ),b x  можем за-

менить пределами ( ), ,x a  изменив при этом знаки интегралов на про-

тивоположные. В результате будем иметь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
;

2

a a

s
s b b

x d sign x s s ds sign x s s ds b x a
A

σ τ τ− +

 
= − − − ≤ ≤ 

 
∫ ∫      (22) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
.

2

a a

s
s s b b

x d sign x s s ds sign x s s ds
A E

ε τ τ− +

 
= − − − 

 
∫ ∫            (23) 

Далее запишем выражение производных горизонтальных перемеще-
ний граничных точек упругой полубесконечной пластины [8]: 

( ) ( ) ( )0
2 2

2

, 0 22
.

a

b

du x s s ds Pd
b x a

dx E d Es x

τ
π

−= + < <
−∫                    (24) 

Подставляя (24) и (23) в условие контакта стрингеров и пластины  
( ) ( ) ( ),0 ,sdu x dx x b x aε= < <  

придем к следующему определяющему сингулярному интегральному 
уравнению (СИУ) рассматриваемой задачи: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2
2

4 1

2 2

a a

s s s sb b

d s d
sign s x s ds sign s x s ds

Ed E A E As x
τ τ

π − +

 
+ − = − − − 

∫ ∫   
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( )0 ,
P

b x a
E

− < <                                            (25) 

откуда определяются неизвестные контактные касательные напряжения 
( )xτ − . 

Решение СИУ (25) должно удовлетворять условию (21). 
После решения СИУ (25) осевые напряжения будут определяться по 

формуле (22). 
Отметим, что решение рассматриваемой здесь контактной задачи в 

несколько другой постановке в [8] сведено к решению интегродиффе-
ренциального уравнения Прандтля. 

Далее в СИУ (25) и условие (21) введем безразмерные величины, по-
лагая 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 2

0 0 2

, ; ; ;
; 2 ; .s s

x a s a d a d E a d E
p P E ad E A E k b a
ξ η τ ξ τ ξ τ ξ τ ξ

λ
− += = = ⋅ =

= = =  

В результате СИУ (25) преобразуется к виду 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

02 2

1

0 0 0

2 2
1

2

;

k

k

sign d f k

f p sign d

η πλ η ξ τ η η ξ ξ
π η ξ

ξ λ η ξ τ η η

 + − = < < − 

= − + −

∫

∫
          

 (26)

 а условие (21) – к виду 

( )
1

0 0 2; .
k

d Q Q Q ad Eτ η η = =∫                                  (27) 

При этом согласно (22) для безразмерных осевых напряжений ( )σ ξ  будем 

иметь 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0 1 .s s

k k

a E sign d sign d kσ ξ σ ξ λ ξ η τ η η ξ η τ η η ξ
 

= = − − − ≤ ≤ 
 
∫ ∫  (28) 

Наконец, в СИУ (26)-(27) от интервала ( ),1k  перейдем к интервалу 

( )1,1− , полагая [8] 

( ) ( ) ( )2 2; 1 , 1 ; 1 2; 1 2.ct d cu d t u c k d kξ η= + = + − < < = − = +  

После простых преобразований СИУ (26) перейдет в следующее СИУ: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1

0

1

0

2 1
1 1 ;

4
; ;

c
sign u t u du f t t

u t cu d
u cu d f t f ct d

πλ χ
π
χ τ

−

 + − = − < < − + 
= + = +

∫            (29) 

а условие (27) – в следующее условие: 
( )1

0

1

.
u du

Q c
cu d

χ

−

=
+∫                                              (30) 

При этом формула (28) преобразуется к виду 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1
0

1 1

0 0

1 1 ;

; .

u du u du
t c sign t u sign t u t

cu d cu d
t ct d u cu d

χ ω
λ

σ ω τ
− −

 
= − − − − ≤ ≤ 

+ + 
= + = +

∑ ∫ ∫

∑
 (31) 
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4. Решения СИУ (29)-(30). Решение эквивалентного этому СИУ ин-
тегродифференциального уравнения Прандтля в [8] методом многочленов 
Чебышева сведено к решению регулярной бесконечной системы линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ). Но весьма эффективное решение СИУ 
(29)-(30) можно построить также известным численно-аналитическим ме-
тодом решения СИУ [14-16]. Следуя изложенной в этих работах про-
цедуре, положим 

( ) ( ) ( )21 1 1 ,u u u uχ = Χ − − < <                           (32) 

где функция ( )uΧ – гельдеровская функция на отрезке [ ]1,1− . В ре-

зультате решение СИУ (29)-(30) сведется к следуюшей конечной СЛАУ: 

( )
1

1,
M

mn n m
n

K c m M
=

Χ = =∑                                        (33) 

( ) ( )
( ) ( )

2 1
1, ; 1, 1 ;

4
1

1, ; ; ;

n m
n m n

mn

n n

n

c
sign u t n M m M

M u t cu dK

n M m M u
M cu d

πλ

π

  
 + − = = − 
 − +  = 
 = = Χ = Χ
 +

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0

0

2 11, 1 ;
cos 1, ;

2;

cos 1, 1 .

m
m n

m

nf t m M
c u n M

MQ c m M
m

t m M
M

π

π

 − = −= = =  =  
 = = − 
 

 

Здесь M – любое натуральное число, а nu  и mt – чебышевские узлы, т.е. 

корни многочленов Чебышева первого рода ( )MT u  и второго рода ( )1MU t−  

соответственно. 
Теперь приведенные безразмерные контактные касательные напря-

жения согласно (32) будут выражаться через решение СЛАУ (33) фор-
мулой 

( ) ( )21 1, .n n nu u n Mχ = Χ − =  

Аналогичной формулой будут выражаться безразмерные осевые напря-
жения (31). 

Но более эффективное решение СИУ (29)-(30), как в [17], можно 
получить при помощи метода интерполяционного многочлена Лагранжа 
[18], полагая в (32) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
1 1

2 1
1 1 ,

2

M M

M n j j n
n j

u P u u T u T u u
M

−

−
= =

 
Χ = = Χ + − ≤ ≤ 

 
∑ ∑        (34) 

где ( )1MP u− – названный многочлен по чебышевским узлам для функции 

( )uΧ . Подставляя (32), где ( )uΧ  дается формулой (34), в СИУ (29), после 

элементарных преобразований и вычислений придем к следующей 
конечной СЛАУ: 

( )
1

1

1, 1
2

M

m mj j m
nj

c
V L V b m M

λ
π

−

=
+ = = −∑                                (35) 
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1

2
1

1 1
2

0 1 2
1 1

1, 1 ;
1

1 ; ;
1

m j
mj

m
m m m

I u T u du
R m M

cu d u
I u du

f t f t U t dt d
cu d u

−

−
− −

= = −
+ −

= − =
+ −

∫

∫ ∫
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
1 1

221
2

1

1 2
1

; ; ;
2 4

1 1 ;
1 1 1

2 arccos 1 2 1 1 .

M M

m m M m m m m n m n m n
n n

m m

m m

M c
b f W d d R W V T u

U u U u
u m

I u sign u t t U t dt m m

u u U u m

λ
π π

π

= =

−

−
−

= − = = Χ = Χ

  
− − ≠  = − − = + −  

 − + − =

∑ ∑

∫
 

Решение (35) при правой части mf  обозначим через ( )1
mV , а при правой 

части md – через ( )2
mV . Тогда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 22 4 1, 1 .m m M mV M V c W V m Mπ λ π= − = −                      (36) 

Исходя из (35)-(36) и принимая во внимание условие (30), относительно 
неизвестных nΧ  придем к следующей конечной СЛАУ: 
 

( )
1

1,
M

mn n m
n

R e m M
=

Χ = =∑                                     (37) 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

1

0
1

4 1, , 1, 1 ;

2 1, , ;

m n m
M

mn

m m n
m

T u c V n M m M
R

A M M A T u n M m M

λ π
−

=

 + = = −
=  + = =


∑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1

2
01

2 1, 1 ;
0, 1 ;

.1

m m
m m

T u du M V m M
A m M e

Q c m Mcu d u

π
−

 = −= = − =  =+ − 
∫

  

Далее в рассматриваемом случае упругих стрингеров запишем условие 
хрупкого разрушения упругой полубесконечной пластины. В этом случае 
оно имеет вид 

( )
( )

1

2
1

2

1
b

u duEc

cu d u
σ

π −

Χ
≥

+ −
∫

                                      
 (38)

 
и при 0k → +  заведомо выполняется. Условие (38) через решение СЛАУ 
(33) и (37) выразится, соответсвенно, формулами 
 

1

2
,

M
n b

n n

c

M cu d E

σ
=

Χ
≥

+∑
 

( ) ( )
( )

1

0 2
1 1 1

2
, 2 ; .

1

M M
mb

n n n m m n m
n m

T u duc
G G B B T u B

M E cu d u

σ
π = = −

Χ ≥ = + =
+ −

∑ ∑ ∫
  

Интегралы mА  и mB  легко могут быть вычислены по квадратурным 
формулам Гаусса. 
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М. С. Григорян, член-корреспондент НАН РА С. М. Мхитарян 

 
О контактном взаимодействии двух одинаковых стрингеров  

с упругой полубесконечной пластиной 
 

С точки зрения возможного формирования вертикальной краевой трещины в 
упругой полубесконечной пластине, когда система пластина – стрингеры подвер-
жена воздействию растягивающих в горизонтальном направлении сил, рассматри-
вается контактная задача о взаимодействии двух одинаковых стрингеров с такой 
пластиной. При этом стрингеры считаются абсолютно жесткими или обычными 
одномерными упругими континуумами. На основании решения этих задач при по-
мощи комплексных потенциалов Колосова – Мусхелишвили для упругой полу-
плоскости определяются разрушающие нормальные напряжения на оси симмет-
рии пластины. Далее в этих напряжениях, достигающих своего максимума на гра-
нице пластины, записывается условие ее хрупкого разрушения. Показանօ, что 
при достаточно близких расстояниях между ближними концами стрингеров усло-
вие хрупкого разрушения упругой полубесконечной пластины заведомо выпол-
няется. 

 

Մ. Ս. Գրիգորյան, ՀՀ ԳԱԱ թղթակից անդամ Ս. Մ. Մխիթարյան 
 

Երկու միատեսակ ստրինգերների հետ առաձգական կիսաանվերջ  

սալի կոնտակտային փոխազդեցության մասին 
 

Կիսաանվերջ առաձգական սալում ուղղաձիգ եզրային ճաքի հնարավոր առա-

ջացման տեսանկյունից, երբ սալ-ստրինգերներ համակարգը ենթարկված է հորիզոնա-

կան ուղղությամբ ձգող ուժերի ներգործությանը, հոդվածում դիտարկվում է երկու մի-

ատեսակ ստրինգերների հետ այդպիսի սալի փոխազդեցության մասին կոնտակտային 

խնդիրը: Ընդ որում ստրինգերները համարվում են բացարձակ կոշտ կամ սովորական 

միաչափ առաձգական հոծ մարմիններ: Այդ խնդիրների լուծման հիման վրա առաձ-

գական կիսահարթության համար Կոլոսով-Մուսխելիշվիլու կոմպլեքս պոտենցիալնե-

րի օգնությամբ որոշվում են սալի համաչափության առանցքի վրա գործող քայքայող 

նորմալ լարումները: Այնուհետև այդ լարումներով, որոնք սալի եզրագծի վրա հասնում 

են իրենց մաքսիմումին, գրվում է սալի փխրուն քայքայման պայմանը: Ցույց է տրվում, 

որ ստրինգերների մոտակա ծայրերի բավականաչափ փոքր հեռավորությունների 

դեպքում առաձգական կիսաանվերջ սալի փխրուն քայքայման պայմանը իրոք տեղի 

ունի:  
 

M. S. Grigoryan,  
corresponding member of NAS RA S. M. Mkhitaryan 

 
On Contact Interaction of an Elastic Semi-Infinite Plate with  

Two Similar Stringers 
    

In a semi-infinite elastic plate, from the point of view of the vertical boundary 
crack possible formation, when the plate stringer system is subjected to the 
horizontally stretching forces influence, the contact problem on the interaction of such 
plate with two similar stringers is considered. The stringers are considered to be 
absolutely rigid or ordinary one-dimensional elastic solid bodies. On the base of these 



 59 

problems' solution with the help of Kolosov-Muskhelishvili complex potentials for an 
elastic half-plane, fracturing normal stresses, acting on the axis of the plate symmetry 
are determined. Then, with these stresses which on the boundary of the plate reach their 
maximum, the brittle fracturing condition of the plate is written. It is shown that in the 
case of the sufficiently small distances of the stringers nearest ends the brittle fracture 
condition of the elastic semi-infinite plate obviously takes place. 
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