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Введение. В настоящей работе рассматриваются условия существова-
ния и характер распространения вязкоупругих сдвиговых поверхностных 
волн в упругом полупространстве с вязкоупругим покрытием. Исследует-
ся влияние параметров задачи, в том числе вязкости покрытия, на распро-
странение поверхностной волны.  

Актуальность рассматриваемой задачи обусловлена рядом причин. В 
первую очередь широким распространением в современной технике кон-
струкций с различного рода тонкими покрытиями: электроизоляционны-
ми, теплоизоляционными, демпфирующими, упрочняющими и др. Другой 
перспективной областью приложения исследований поверхностных волн 
являются модельные задачи волноводов. Отражением запросов техники 
стали современные исследования волн в слоистых структурах включая 
волны в многослойных покрытиях, электроупругие волны в покрытиях с 
различными электрическими характеристиками, волны у поверхностей с 
включениями. Работы, перечисленные в [1-13], являются далеко не пол-
ным списком исследований в данной области. 

Таким образом, волны в структурах с вязкоупругим покрытием дол-
жны представлять особый интерес для исследований: с одной стороны 
следует ожидать, что вязкость будет препятствовать возникновению волн. 
С другой стороны всякое отличие в свойствах материала покрытия от 
материала основы может привести к возникновению поверхностных эф-
фектов: возникновению поверхностной волны, или возникновению новой 
моды уже существующей волны, или к существенному изменению ско-
рости затухания возмущений по глубине.  

Рассматриваемая задача принадлежит к классу задач, где один из раз-
меров упругих тел, в данном случае толщина слоя, намного меньше ос-
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тальных размеров. Для решения подобных задач наибольшее распростра-
нение получили два следующих подхода.  

В первом подходе предлагаются эвристические гипотезы относитель-
но распределения искомых полей вдоль малого размера, и на основании 
этих гипотез снижается размерность уравнений задачи. Примером подоб-
ного подхода могут служить теория изгиба пластин Кирхгоффа, уточнен-
ная теория изгиба пластин С.А. Амбарцумяна [14], теория пограничного 
слоя в гидродинамике [15].  

Второй подход заключается в нахождении решений задачи для произ-
вольных размеров и последующем упрощении этих решений путем так на-
зываемого длинноволнового приближения, когда длина упругой волны 
принимается намного большей, чем длина малого размера, в данном слу-
чае больше, чем толщина слоя. Применимость и сравнение указанных под-
ходов обсуждаются в [16, 17].  

В настоящей работе используется второй подход: уравнения и гранич-
ные условия теории (вязко-)упругости записываются в трехмерной форму-
лировке. Их общие решения приводят к характеристическим уравнениям, 
определяющим существование и характер распространения волн. Полу-
ченные уравнения упрощаются для длинноволнового приближения, и на 
основе исследования упрощенных уравнений становится возможным су-
дить о качественном поведении волн в рассмотренной структуре. 

1. Постановка задачи. Рассматриваются чисто сдвиговые упругие 
волны в системе слой-полупространство. Полупространство из упругого 
материала в прямоугольной системе координат ( ), ,x y z  занимает область 

x−∞ < < ∞ , 0 y< < ∞ , z−∞ < < ∞ , а слой из вязкоупругого материала –  
область x−∞ < < ∞ , 0h y− ≤ < , z−∞ < < ∞ . Величины, относящиеся к слою, 
будут отмечаться индексом 1, соответствующие величины для полупрост-
ранства будут без индексов. 

Уравнение чисто сдвиговых волн в слое имеет вид [18]: 
( ) ( )1 1 2
13 23 1

1 2
,

w

x y t

σ σ ρ∂ ∂ ∂
+ =

∂ ∂ ∂
                                      (1.1) 

где связь напряжение-деформации для вязкоупругого материала прини-
мается согласно модели Фойгта [19, 20]: 

( )1 1
13 1 1

w
G

t x
σ µ ∂∂ = + ∂ ∂ 

, ( )1 1
23 1 1
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G

t y
σ µ ∂∂ = + ∂ ∂ 
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Соответствующее уравнение и материальные связи для полупространства 
следующие: 

2
13 23

2

w

x y t

σ σ ρ∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

 ,                                     (1.3) 

13

w
G

x
σ ∂=

∂
, 23

w
G

y
σ ∂=

∂
.                                     (1.4) 

Предполагается, что внешняя граница слоя свободна: 
( )1
23 0σ =   при  .y h= −                                     (1.5) 
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На плоскости контакта слоя и полупространства принимается непрерыв-
ность перемещения и напряжения 

1w w= ,  ( )1
23 23σ σ= ,  при 0.y =                           (1.6) 

Требуется найти решения уравнений (1.1), (1.3), удовлетворяющие гранич-
ным условиям (1.5), (1.6) и условию затухания 

lim 0.y w→∞ =                                                (1.7) 

2. Решение краевой задачи. Принимается, что слой достаточно тон-
кий, например, по сравнению с предполагаемой в дальнейшем длиной вол-
ны. Вначале уравнение (1.1) с учетом (1.2) записывается в виде 

( )12 2
231 1

1 1 12 2
.

w w
G

t yx t

σµ ρ∂∂ ∂∂ + + = ∂ ∂∂ ∂ 
                           (2.1) 

Затем для уравнения (2.1) принимается, что ( )1 1 ,w w x t= , и после этого 

уравнение (2.1) интегрируется по y в пределах от –h до 0. В результате с 
учетом граничных условий (1.5) и (1.6) получается 

22
1

1 1 12 2

ww w
h G G h

t yx t
µ ρ ∂∂ ∂ ∂ + + = ∂ ∂∂ ∂ 

    при 0.y =                 (2.2) 

Таким образом, задача решения уравнения (2.1) для слоя приводится к гра-
ничному условию для уравнения (1.3). 

Решение волнового уравнения (1.3) с учетом (1.4) представляется в 
виде 

( )expkpyw Ae i t kxω= − ,                                      (2.9) 

где 

( )2 21 0p η− − =       
tkC

ωη =      2 .t

G
C

ρ
=                     (2.10) 

Для того чтобы решение (2.9) удовлетворяло условию затухания (1.7), не-
обходимо, чтобы имело место неравенство 

0.ep<ℝ                                                  (2.11) 

В случае волн Лява при отсутствии вязкости ( )1 0µ =   получается 2 1η <  и 

21p η= − − , т.е. для p получается действительное значение. 

Если принять следующие комплексные выражения: 

1 1iω α β= + ,          p r iq= + ,                               (2.12) 
то условию затухания будет удовлетворять корень уравнения (2.10) 

1 / .p iαβ= −Γ + Γ                                            (2.13) 
В (2.13) приняты новые обозначения: 

1

tkC

αα = ,          1

tkC

ββ = , 

( )
1/2

22 2 2 2 2 21
1 1 4 .

2
α β α β α β Γ = − + + − + + 

 
                (2.14) 

При этом решение (2.9) при  1p p=  из (2.13) будет удовлетворять условию 
затухания, если 

2 20 1α β< < + .       (2.15) 
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3. Дисперсионное уравнение и численные результаты. Подста-
новка (2.9), при значении корня 1p p=  из (2.13), в граничное условие (2.2) 
приводит к дисперсионному уравнению, которое после разделения на 
действительную и мнимую части преобразуется к системе алгебраических 
уравнений относительно искомых безразмерных параметров ,α β  

( ) ( )1 2 21 0,kh khε β γ θ α β−− + Γ − − =  

( ) 1
2 0.kh khε γ β θβ−− Γ − =                                    (3.1) 

В (3.1) приняты следующие обозначения: 

1

1

2
21 1

2
1 1 1

, , ,t t
t

t

C C GG
G

hG G G

µε γ θ
ρ

= = = = .                             (3.2) 

Из (3.1) при неучете вязкости ( )0ε =  следует  0β = , и уравнение для 2α  
будет [15] 

( ) 1 2 21 1 0.khγ α θα−+ − − =                                   (3.3) 

Согласно (3.3) решение, удовлетворяющее условию затухания (2.15) при 
0β = , существует, если  1θ > . 
При прямой подстановке решения (2.9) в граничные условия (2.2) по-

лучается следующее дисперсионное уравнение: 

( )2 21 1 0,kh i khγ η θη ϕ γη− − − + =                            (3.4) 

где 

.i

t

k

C

µϕ
ρ

=                                                   (3.5) 

Уравнение (3.4) можно записать в виде 

( )21
1 1 ,

1
kh i khη θη ϕ γη

γ η
 − = − −
 +

                          (3.6) 

что удобно для нахождения корня уравнения методом последовательных 
приближений:  

( ) ( )2
1 1

1

1
1 1

1n n n
n

kh i khη θη ϕ γη
γ η − −

−

 = − − −
 +

.                      (3.6) 

 
В частности принимая 0.1, 2, 0.1kh θ ϕ= = = , при 1γ =  получается 

1 0.98 0.002iη ≈ + , а при 1.5γ = – 1 0.91 0.001iη ≈ + .  
Численное решение уравнения (3.4) в частном случае значений пара-

метров 0.1, 2, 0.01,0.05,0.1,0.5kh θ ϕ= = = , 1γ =  и 1.5 показывает, что нали-
чие вязкости приводит к незначительному усилению затухания по глуби-
не. Результаты расчетов приведены в таблице. 
 

 ϕ  

γ   

0.01 0.05 0.1 0.5 

1 0.99518+0.00009i 0.99519+0.00047i 0.99522+0.00094i 0.99628+0.00475i 
1.5 0.99786-0.0002i 0.99806-0.00098i 0.9983-0.00196i 1.0001-0.00987i 
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Заключение. В настоящей работе исследовано влияние вязкости ма-
териала покрытия, а также других параметров задачи на существование и 
характер распространения поверхностных сдвиговых волн в полупрост-
ранстве. Полученно дисперсионное уравнение задачи. Условие существо-
вания поверхностной волны установлено в виде неравенства относительно 
параметров задачи. В случае длинноволнового приближения показано, что 
вязкость материала покрытия приводит к усилению затухания амплитуды 
поверхностной волны по глубине полупространства. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке ГКН МОН РА и 
БРФФИ (РБ) в рамках совместных научных программ  «Հ Բ  16-47». 
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Լյավի խնդիրը առաձգամածուցիկ ծածկույթով   

կիսատարածության համար 
 

Դիտարկվում են առաձգամածուցիկ սահքային մակերևութային  ալիքների տա-

րածման գոյության պայմանները և բնույթը առաձգամածուցիկ ծածկույթով առաձ-

գական կիսատարածությունում: Հետազոտվել է խնդրի պարամետրերի, ներառյալ 

ծածկույթի մածուցիկության, ազդեցությունը մակերևութային ալիքների տարածման 

վրա: 
 

V. M. Belubekyan, S. V. Sarkisyan 
 

Love Problem for a Half-Space with a Viscoelastic Coating 
 

The existence conditions and the nature of propagation of viscoelastic shear 
surface waves are considered in an elastic half-space with a viscoelastic coating. The 
influence of the parameters of the problem, including the viscosity of the coating, on the 
propagation of the surface wave is investigated. 
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