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1. Введение. В теории сложностей выводов важную роль играют ми-

нимальные тавтологии, т.е. тавтологии, которые не являются результатом 
подстановки в более короткие тавтологии. Традиционно считается, что 
минимальные тавтологии не могут выводится сложнее результатов под-
становок в них, т.е. должна быть некоторая «естественная монотонность» 
выводов. Однако оказалось, что многие «строгие» пропозициональные си-
стемы выводов двузначных и многозначных логик не монотонны ни по 
шагам, ни по длине выводов [1, 2]. В настоящей работе для некоторых  
«слабых»  систем выводов двузначной логики исследованы соотношения 
между сложностями выводов минимальных тавтологий и результатов под-
становoк в них. Показано, что существуeт последовательность пар мини-
мальных тавтологий nϕ  и формул nψ , являющихся результатом подстано-
вок в nϕ  таких, что: 1) длины nϕ  и nψ  по порядку равны, 2) для каждого n  
количество шагов выводов nψ  ограничено константой, длины тех же вы-
водов в двух системах ограничены константой, а в третьей ограничены ли-
нейной функцией от длины формул, в то время как 3) и количество шагов, 
и длины выводов nϕ  вo всех системах по порядку не менее экспоненты от 
длины формул. 

2. Предварительные понятия. Для представления основных резуль-
татов напомним некоторые понятия и обозначения, введенные в [3]. Мы 
пользуемся общепринятыми понятиями единичного n -мерного булева ку-
ба nB , пропозициональной формулы, тавтологии. Длина формулы ϕ  опре-
деляется как количество всех вхождений в нее пропозициональных пере-
менных.  Литералом считается переменная или ее отрицание. Конъюнкт K 
может быть представлен как множество литералов, причем это множество 
не может содержать переменную и ее отрицание одновременно.  
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Для произвольной формулы ψ  следующие тривиальные эквивалент-
ности называются правилами замещения: 
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Применение правил замещения к некоторому слову заключается в за-
мене какого-либо его подслова, имеющего вид левой части одного из ука-
занных эквивалентностей, правой частью. 

Пусть ϕ  –  пропозициональная формула, { }1 2, , nP p p p= … – множест-

во всех ее переменных, а { }( )
1 2
, , 1

mi i iP p p p m n′ = ≤ ≤… – некоторое подмно-

жество P . 
Определение 2.1. Для некоторого { }1 2, , m

m Bσ σ σ σ= ∈…  конъюнкт 

{ }1 2

1 2
, , , m

mi i iK p p pσσ σσ = … называется ϕ -определяющим, если, подставляя в ϕ  

вместо каждой переменной ijp  значение ( )1j j mσ ≤ ≤  и последовательно 

применяя правила замещения, получаем значение формулы ϕ  (0  или 1) 
вне зависимости от значений остальных переменных. 

Определение 2.2. Дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ) 
{ }1 2, , , rD K K K= …  называется ϕ -определяющей для формулы ϕ , если каж-

дый конъюнкт из D  является 1ϕ − -определяющим и Dϕ = . 
Определяющую ДНФ будем обозначать через оДНФ. 
2.1. Описания рассматриваемых систем. В [3] описана  следующая 

система доказательств Е. Аксиомы системы Е не фиксируются. Для каж-
дой формулы ϕ  в качестве аксиом берутся конъюнкты из некоторой 
оДНФ. Элиминационное правило вывода (э-правило) выводит конъ-
юнкт K K′ ′′∪  из конъюктов { }K p′∪  и { }K p′′ ¬∪  для произвольной пропо-

зициональной переменной p . E-выводом называется такая конечная по-
следовательность конъюнктов, каждый из которых или является одной из 
зафиксированных аксиом, или получается из предыдуших по э-правилу. 

Очевидно, что ДНФ 1 2= { , , , }lD K K K… является тавтологией, если, 

применяя э-правило, можно вывести пустой конъюнкт ( )∅ из аксиом 

1 2{ , , , }lK K K… . 
Известная пропозициональная система резолюций R направлена на 

установление тавтологичности заданной формулы путем установления 
противоречивости некоторой системы дизъюнктов, строящейся по задан-
ной формуле. Г.С. Цейтиным в [4] описан метод построения соответству-
ющей системы дизъюнктов для произвольной формулы ϕ . Аксиомы си-
стемы R не фиксируются. Для каждой формулы φ в качестве аксиом бе-
рутся дизъюнкты из построенной упомянутым способом системы. Пра-
вило резолюции (р-правило) выводит дизъюнкт D D′ ′′∪  из дизъюнктов  
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{ }D p′∪  и { }D p′′ ¬∪ для произвольной пропозициональной переменной p . 

Если, применяя правило вывода к дизъюнктам построенной по ϕ  системе, 
а также ко вновь полученным дизъюнктам, мы в конце концов получим 
пустой дизъюнкт Λ , то формула ϕ  является тавтологией. 

Система обобщенных расщеплений ОР введена в [5]. Обобщенный 
метод расщеплений (о.м.р.) позволяет каждой формулеϕ  сопоставить не-
которое помеченное бинарное дерево расщепления (д.р.), корню которого 
приписана сама формула ϕ , конечным узлам приписаны значения 0  или 
1, а сыновьям каждого узла υ , которому приписана некоторая формула 

υϕ , приписаны результаты расщепления υϕ  по некоторой переменной p , 
входящей в υϕ  следующим образом: при расщеплении тавтологии ϕ  по 
литералу α  делаем пометку α  на ребре, ведущем от узла с пометкой ϕ   к 

узлу с пометкой [ ]ϕ α , где формула [ ]ϕ α  строится по ϕ  следующим 

образом: если ( )p pα α= = , то всюду в ϕ  вместо переменной p  под-

ставляем значение ( )1 0  и применяем правила замещения или до получе-

ния формулы, не содержащей константы, или до получения константы. Ес-
тественно, что меняя порядок переменных, по которым производится рас-
щепление, можно получать различные д.р. Очевидно также, что тавтоло-
гиям соответствуют деревья, конечным узлам которых приписаны только 
единицы. Соответствующая система, основанная на о.м.р. с одной аксио-
мой-тавтологией –1и одним правилом вывода [ ]pϕ , [ ]pϕ ϕ− , обозначена 

через ОР .  
2. 2. Сложностные характеристики выводов. Основными сложност-

ными характеристиками выводов являются: t-сложность, определяемая как 
количество различных формул в выводе, и  l-сложность, определяемая как 
сумма длин всех различных формул в выводе [2].  Пусть φ  является неко-

торой системой выводов, а ϕ  – некоторая тавтология. Через ( )tφ ϕ  ( )( )lφ ϕ  

обозначим минимально возможное значение t-сложности (l-сложности) 
всевозможных выводов тавтологии ϕ  в системе φ . Если система φ  

зафиксирована, то будем обозначать просто ( ) ( )( )t lϕ ϕ . 

Определение 2.2.1. Тавтология называется минимальной, если она не 
может быть получена подстановкой из более короткой тавтологии. 

 Обозначим через ( )S ϕ  множество всех формул, являющихся резуль-

татом подстановки в минимальную тавтологию ϕ .   
Определение 2.2.2. Система выводов  называется t-монотонной (l-

монотонной), если для каждой минимальной тавтологии ϕ  и для каждой 

формулыψ  из ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )S t t l lφ φ φ φϕ ϕ ψ ϕ ψ≤ ≤ . 

2.3. Важные формулы. В дальнейших рассмотрениях важную роль 

играют тавтологии ( ) ( )
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Пусть 
, 2 1nn n

A TTM
−

= . Заметим, что длина формулы nA есть ( )2 2 1n nn − , 

а в [3] и [5] доказано, что в системах Е, R и ОР ( ) ( ) 2 12
n

n nl A t A −≥ ≥ . 
3. Основные результаты. В качестве исследуемых здесь последова-

тельностей формул зафиксируем тавтологии: n np q Aϕ = ⊃ ∨  и 

( )n np p p Aψ = ⊃ ⊃ ∨ . Нетрудно убедиться, что для каждого 1n ≥  формула 

nϕ   является минимальной тавтологией и ( )n nSψ ϕ∈ . 
Лемма 3.1. Для любого 1n ≥  в каждой из систем  Е, R и ОР   

( ) ( ) 2 12
n

n nl tϕ ϕ −≥ ≥ . 
Доказательство. Учитывая, что каждая оДНФ формул φn получается 

объединением множества { },p q¬  с некоторой оДНФ формул Аn , а пере-

менные p и q не входят в формулу Аn , а значит не входят ни в одну оДНФ 

формулы Аn , получаем, что количество различных формул в выводе ∅  из 
оДНФ формулы φn не может быть меньше количества различных формул в 
выводе ∅  из оДНФ формулы nA . Для оценки сложностных характеристик 
выводов каждой из формул nϕ  в системе резолюций допустим, что под-
формуле nA  приписана переменная γ , подформуле nq A∨  – переменная α , 
а самой формуле nϕ – переменная β , тогда система дизъюнктов формулы 

nϕ  должна состоять из системы ∑  дизъюнктов формулы nA  и из дизъ-

юнктов qγ α¬ , γα¬ , qα¬ , pβ , αβ¬ , pβ α¬ ¬  и β¬ . Если переменной γ 
придать значение 0, то нетрудно убедиться, что можно подобрать значе-
ния остальных переменных α, β, φ  и р таким образом, что все семь ука-
занных дизъюнктов примут значение 1, а значит из системы ∑ должен 
быть выведен дизъюнкт γ, после чего, используя  дизъюнкты γα¬ , αβ¬  и 

β¬ , можно вывести Λ . В [3] показано, что любой вывод Λ  из системы 
дизъюнктов, построенных по методу Цейтина для тавтологии, которой 
приписана переменная γ , может быть преобразован без увеличения коли-
чества шагов и длины таким образом, чтобы правило резолюции с исполь-
зованием дизъюнкта γ¬  было последним. Таким образом, количество 
различных формул в опровержении формулы nϕ  в системе R не может 
быть меньше количества различных формул в опровержении формулы nA . 

Рассмотрим вывод формулы nϕ  в системе ОР. Если начать расщеп-
ление с переменной  p, то на выходящих узлах получим 1 и nq A∨ , далее, 
расщепляя последнюю формулу по переменой q , получим на выходящих 
узлах 1 и nA .  Если сначала расщеплять по переменой  q , затем по пере-
менной p , мы получим сначала 1 и np A⊃ , затем 1 и nA . Если же начать 
расщепление с переменных формулы nA , быть может иногда перемежая 

расщеплениями по p или q, то  мы получим не менее  2 12 n −  указанных в [5] 
различных формул F, быть может, «обрамленных» одним из следующих 
видов: p q F⊃ ∨ , p F⊃  или q F∨ . Таким образом, количество различных 
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формул в д.р. формулы nϕ  не может быть меньше количества различных 
формул в д.р. формулы nA .             

Лемма 3.2. а) Для любого 1n ≥  в каждой из систем Е, R и ОР ( )nt ψ  
ограничено некоторой константой. б) Для любого 1n ≥  в каждой из си-
стем Е и R ( )nl ψ  ограничено некоторой константой, а ( ) 1OP

n nl ψ ψ= + . 
Доказательство. Утверждения для системы Е очевидны, так как од-

ной из оДНФ формулы nψ  является { },p p¬ . Утверждения для системы ОР 

также очевидны, так как расщепляя  по переменной  p , мы сразу получим 
две единицы и в д.р. будут только две различные формулы: сама nψ  и 1. 
Утверждения для системы R также нетрудно доказать, так как если под-
формулам nA , ( )p p⊃ , ( ) np p A⊃ ∨  и самой формуле ( ) np p p A⊃ ⊃ ∨   при-

писать соответственно переменные β, α, γ и q , то в соответствующей си-

стеме дизъюнктов будут, в частности, pα , pα¬ , qγ¬ , q¬  и αγ¬ . Из пер-

вых двух можно вывести α, из двух следующих – γ¬ , используя которое с 
последним, можно вывести α¬  и далее Λ .                      

Теорема. Ни одна из систем Е, R и ОР не является ни t-монотонной, 
ни l-монотонной. 

Доказательство следует из утверждений лемм 1 и 2 и оценок из [3, 
5], указанных непосредственно перед пунктом 3. Действительно, в каждой 

из систем Е, R и ОР ( ) ( ) ( )22
n

n nl tϕ ϕ≥ = Ω , a ( ) ( )1nt Oψ = . В каждой из 

систем Е и ( ) ( )1nl Oψ = , а ( ) ( )22OP n
nl O nψ = .    
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Для некоторых «слабых» пропозициональных систем выводов классической 
логики доказано, что минимальные тавтологии могут выводиться гораздо слож-
нее, чем результаты подстановoк в них. 
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Դասական տրամաբանության ասույթային հաշվի որոշ  
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Ապացուցվել է, որ դասական ասույթային հաշվի որոշ «թույլ» համակարգերում 

մինիմալ նույնաբանությունները կարող են ունենալ էապես ավելի բարդ արտածում-
ներ, քան նրանցից ստացված տեղադրման արդյունքները:  
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S. M. Sayadyan, A. A. Chubaryan 

On Some no Monotonous Property of Some Propositional  
Proof Systems of Classical Logic 

 
For some “weak” propositional systems of classical logic it is proved that minimal 

tautologies can be deduced essentially harder, than results of substitutions in them.  
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