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1. Введение. Проблема взаимодействия интенсивных лазерных им-

пульсов с плазмой и твердотельными мишенями имеет фундаментальное 
значение при изучении различных аспектов поведения вещества в поле 
интенсивного лазерного излучения, а также имеет ряд практических 
применений, например, в сценарии быстрого поджига [1], для разработки 
новых источников излучения в рентгеновском диапазоне волн и для 
получения плотных и горячих состояний вещества [2], для ускорения 
частиц [3], а также для генерации ударных волн с применением лазеров. За 
последние десятилетия различные аспекты взаимодействия излучения с 
плазмой исследовались во многих работах (см., например, [4-7]). В нас-
тоящее время различные модели этих взаимодействий широко обсуж-
даются в литературе (см., например, [8-13] и приведенную там лите-
ратуру). Ключевой физической величиной, характеризующей взаимо-
действие излучения с плазмой, а также оптические свойства вещества, яв-
ляется диэлектрическая проницаемость (ДП) ( )ε ω , определяющая элек-

тромагнитный отклик системы на малые возмущения. Таким образом, раз-
работка теоретических моделей для ДП, пригодных в широких диапазонах 
параметров плазмы, важна как с точки зрения фундаментальных иссле-
дований, так и различных прикладных задач. 

Диэлектрическая проницаемость плазмы хорошо изучена в двух про-
тивоположных предельных случаях – бесстолкновительного [5-7] и силь-
ностолкновительного гидродинамического пределов [14, 15]. Важным ша-
гом в создании слабостолкновительной теории явилась работа [16]. 

В последние годы широко используется упрощенная модель столкно-
вительной плазмы, основанная на двух разновидностях модельного инте-
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грала столкновений Батнагара–Гросса–Крука (БГК) [17] в кинетическом 
уравнении для электронов, сохраняющего или не сохраняющего локальное 
число частиц [7, 18-23]. Кроме того, стандартное БГК-приближение мож-
но обобщить таким образом, чтобы сохранялись локальное число и энер-
гия частиц [24,  25], а также число, импульс и энергия частиц [26, 27]. В 
случае полностью ионизованной плазмы модельная ДП в рамках БГК-
приближения и вытекающая из нее модель Друде для поперечной ДП [7, 
21-23], приводят к значительным отклонениям от известных предельных 
случаев в области умеренных и сильных столкновений [28-30]. Значитель-
ное улучшение теории достигается в рамках лоренцевой модели плазмы 
[30-32], не обеспечивающей, однако, удовлетворительную точность опи-
сания ДП плазмы даже с высокой степенью ионизации. Следует также 
отметить работу [33], где применялось упрощенное кинетическое уравне-
ние Фоккера – Планка с постоянными (и заданными) кинетическими коэф-
фициентами. Было показано, что вытекающая из этой модели ДП почти не 
отличается от ДП Мермина [18], сохраняющей локальное число частиц. 
Получены также выражения для ДП бесстолкновительной квантовой плаз-
мы [34], пригодные и в области релятивистских температур. 

В случае плазмы с большим зарядом ионов 1Z ≫ , когда электрон-
электронный интеграл столкновений учитывается только в уравнении для 
симметричной части функции распределения электронов, продольная и 
поперечная ДП получены в работах [35] и [29] соответственно. Для обоб-
щения этих результатов на случай произвольного  необходимо учесть 
интеграл электрон-электронных столкновений и для анизотропной части 
функции распределения. Данная проблема была рассмотрена недавно в ра-
боте [36] без каких-либо ограничений на рассматриваемые параметры на 
базе линеаризованного кинетического уравнения для электронов с инте-
гралом столкновений в форме Ландау. Таким образом, развитая теория 
справедлива для произвольного заряда ионов  и для произвольного зна-
чения величин eikλ , / thkω υ  и / eiω υ , где eiλ – длина свободного пробега 
электрона по отношению к столкновениям с ионами, k – волновой вектор 
возмущения, eiυ – частота электрон-ионных столкновений, thυ  – тепловая 
скорость электронов. Однако следует отметить, что использование пред-
ложенной в [36] точной модели в практических целях чрезвычайно затруд-
нительно, поскольку данная теория не определяет ДП в явном виде через 
параметры плазмы. Поэтому разработка более упрощенных, но вместе с 
тем пригодных в широких диапазонах параметров плазмы моделей явля-
ется актуальной задачей. Кроме того, в работе [36] рассмотрен случай иде-
альной и невырожденной плазмы, что значительно сужает область приме-
нений результатов этой работы для описания взаимодействия лазерного 
излучения с веществом. 

В работе [37] нами было предложено альтернативное и более простое 
решение кинетического уравнения для электронов с интегралом столк-
новений в форме Ландау, справедливое при произвольных . Модель учи-
тывает как электрон-ионные столкновения, так и столкновения подтепло-
вых (холодных) электронов с тепловыми. Как было показано в работе [16], 
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вклад последних в интеграл столкновений может оказаться существенным, 
позволяющим получить в [37] сравнительно простое выражение для инте-
грала электрон-электронных столкновений, содержащее, однако, некото-
рый свободный параметр. Далее этот параметр подбирается таким обра-
зом, чтобы при низких и высоких частотах получить известные значения 
для стационарной [36, 38] и высокочастотной проводимости (или ДП) 
соответственно. Более того, наша модель допускает простое обобщение 
полученных результатов для случаев вырожденной и/или неидеальной 
плазмы, что в свою очередь позволяет применение этой модели для изуче-
ния оптических свойств плазмы в широких диапазонах температур и плот-
ностей. Таким образом, работа [37] обобщает хорошо известную модель 
Ли-Мора [39] для стационарной проводимости и ее динамическое обоб-
щение [40] на случай произвольных . Хотя в работе [37] проводилось 
детальное сопоставление предложенной модели с известными ранее ре-
зультатами, подробный анализ полученной ДП в зависимости от пара-
метров плазмы отсутствует. Целью настоящей работы является изучение 
общих свойств полученной в [37] ДП в широком диапазоне параметров 
плазмы, представляющих потенциальный интерес для современных и пла-
нируемых теоретических и экспериментальных работ по взаимодействию 
лазерного излучения с веществом. 

2. Теоретическая модель. Рассмотрим высокочастотные и длинно-
волновые малые возмущения в однородной и столкновительной электрон-
ной плазме, предполагая, что thkυ ω≪ , 1eikλ ≪  и 1eekλ ≪ , где 1k−  – длина 

волны возмущений, 1ω−  – характерное время, eiλ  и eeλ  – длины свободно-
го пробега электронов по отношению к столкновениям с ионами и элект-
ронами соответственно. 

Эволюция электронной компоненты плазмы определяется кинетичес-
ким уравнением Фоккера – Планка для функции распределения электро-
нов ( ),f v t . Предполагается, что функция распределения ионов задана и 

имеет вид ( ) ( ),if v t vδ= . В случае длинноволновых возмущений можно иг-

норировать пространственную неоднородность функции распределения 
электронов, а кинетическое уравнение в этом случае принимает вид [5, 6] 

[ ] ,ij i
i j

f e f
E J f D F f

t m v υ υ
 ∂ ∂ ∂ ∂− ⋅ = = − 
 ∂ ∂ ∂ ∂ 

                  (2.1) 

где [ ] [ ] [ ]ee eiJ f J f J f= +  n – полный интеграл столкновений, содержащий 

интегралы электрон-электронных [ ]( )eeJ f  и электрон-ионных [ ]( )eiJ f  

столкновений, E – самосогласованное электрическое поле, ijD  и F  – тен-

зор диффузии и сила трения в пространстве скоростей соответственно. 
Рассматривая интеграл столкновений [ ]J f  в форме Ландау [5, 6], 

тензор диффузии и силу трения в пространстве скоростей можно записать 
в виде 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
, ,

2

1
, ,

2

ij ij ij

ij ij
i

j i j i

h
D f v t g u dv g v

Z

g u g vh m
F f v t dv

Z u m v

 ′ ′= + 
 

 ∂ ∂
′ ′= + 

∂ ∂  

∫

∫
                   (2.2) 

где u v v′= − , 

( ) 2

1 i j
ij ijg v

υ υ
δ

υ υ
 

= −  
 

,                                       (2.3) 

( ) 3/ 2 / ,ij j i ijg v υ υ υ δ∂ ∂ = − , – единичный тензор, 33 / 2 ei thh vπ υ= , 

                                       (2.4) 

– эффективная частота электрон-ионных столкновений и /th T mυ =  – 
тепловая скорость электронов. Здесь  , , ee m n  и , ,e i iZ m n – соответственно 
заряды, массы и равновесные плотности электронов и ионов, T – темпе-
ратура электронов (в единицах энергии), Λ  – кулоновский логарифм, ко-
торый задается в явном виде ниже. Предполагается, что равновесные плот-
ности удовлетворяют условию квазинейтральности e in Zn= , а ионы плазмы 
имеют произвольный и конечный заряд Z . 

Первые и вторые слагаемые в выражениях (2.2) соответствуют элек-
трон-электронным и электрон-ионным столкновениям соответственно. В 
дальнейшем будем пренебрегать последним слагаемым в Fi, описываю-
щим обмен энергии между электронами и ионами и пропорциональным 
малому параметру / 1im m∼ ≪ . В выражениях (2.2) все члены, описыва-
ющие электрон-электронные столкновения, пропорциональны величине 

1Z− . Поэтому вклад электрон-электронных столкновений мал в пределе 
больших степеней ионизации ионов, 1Z ≫ , что в свою очередь приводит к 
лоренцевой модели плазмы [21], часто применяемой в различных гидроди-
намических численных кодах [9-13], благодаря относительной простоте. 

Лоренцева модель применима только в случае высокой степени иони-
зации ионов с 10Z >

∼

. В обратном случае, когда 10Z < , электрон-электрон-

ные столкновения должны быть учтены для более точных численных рас-

четов, хотя из-за сохранения импульса частиц (т.е. [ ] 0eevJ f dv=∫ ) прямой 

вклад таких столкновений в плотность индуцированного тока отсутствует. 
Тем не менее, электрон-электронные столкновения модифицируют функ-
цию распределения и таким образом влияют на значение ДП. Строгая ки-
нетическая теория таких процессов, учитывающая электрон-электронные 
столкновения, а также нелокальный перенос в плазме, была предложена в 
работе [36]. 

В настоящей работе предлагается более упрощенная, но физически 
мотивированная модель для ДП столкновительной плазмы, учитывающая 
вклад электрон-электронных столкновений, а также позволяющая даль-
нейшие обобщения на случай квантовой и/или неидеальной плазмы. Что-
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бы вывести ДП в данной модели, заметим, что согласно работе [16] эф-
фективная частота столкновений подтепловых (холодных) электронов (со 
скоростями thυ υ≪ ) с тепловыми (со скоростями thυ υ∼ ) ведет себя как 

( )3
, /c ee th eeυ υ υ υ∼ ≫  и таким образом значительно превышает аналогичную 

частоту столкновений  тепловых электронов. Поэтому даже в слабо-
столкновительной плазме холодные электроны могут испытывать интен-
сивные столкновения с тепловыми электронами и, следовательно, привно-
сить значительный вклад в кинетические коэффициенты (2.2). Учитывая 
этот факт, будем ограничивать верхние пределы интегрирования по скоро-
стям в выражениях (2.2) некоторой величиной m thυ υ<

∼

.  

Линеаризованное кинетическое уравнение для возмущения функции 
распределения 1f  получаем из (2.1), предполагая, что 0 1f f f= +  (где 

1 0f f≪ ). Чтобы найти решение уравнения для временной фурье-компо-

ненты 1f ω  функции распределения 1f , удобно ввести новую изотропную 
функцию  посредством 

( ) ( ) ( )1
e

f v E v
mω ω ω υ

ω
= ⋅ Φ .                                  (2.5) 

Фурье-компонента тока , индуцированного в плазме электрическим по-
лем Eω , определяется формулой 

( ) ( )
2

1 4
p

j v E v vω ω ω
ω

υ
πω

= − ⋅ Φ∫ ,                             (2.6) 

где 2 24 /p en e mω π=  – электронная плазменная частота. Используя это вы-

ражение, можно найти тензор проводимости и, следовательно, тензор ДП 
столкновительной электронной плазмы, который можно представить в 
виде , где 

( ) ( )

( ) ( )

2

02

4
0

0

1 ,

4
.

3

p K

i
K v v dvω

ω
ε ω ω

ω
πω

∞

= −

= Φ∫
                               (2.7) 

Полученное выражение вместе с функцией распределения ωΦ  определяет 
высокочастотную диэлектрическую проницаемость столкновительной 
плазмы для произвольных эффективных зарядов ионов плазмы * /Z Z χ=  – 

некоторый эффективный заряд ионов плазмы и ( )3
0

4
0

3 m f
πχ υ=   [37]. 

Это выражение для диэлектрической проницаемости  можно упрос-
тить, используя решение ωΦ  и интегрируя по частям. После этих преобра-
зований окончательно получим 
   

( ) ( ) ( )3 3 62
0 0

0

8 2
1; ;

3 th Z Z
i Z

K v F i f d
ω

χ πω α β ξ ξ ξ ξ
ξ

∞
′= ∫ ,              (2.8) 
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где введены следующие обозначения: , , 
, , , а  – 

вырожденная гипергеометрическая функция.  
Приведенные результаты получены в пренебрежении квантовыми 

эффектами. Строго говоря, чтобы обобщить полученные результаты, и в 
частности ДП (2.8), на случай квантовой плазмы, необходимо рассмат-
ривать квантовое кинетическое уравнение. Однако анализ, проведенный в 
работе [37], показывает, что возможно более простое обобщение формулы 
(2.8), с применением метода, аналогичного предложенному в работах [39, 
40] при обобщении лоренцевой модели на случай квантовой плазмы.  

В самом общем случае частично вырожденной плазмы равновесная 
функция распределения  в формуле (2.8) задается фермиевским рас-
пределением , где 

( ) ( ) 1
21 expFf µξ ξ ε

−
 = + −
 

,                                 (2.9) 

 – нормировочная константа, ,  – 
химический потенциал. Подставляя функцию распределения (2.9) в 
выражение (2.8), для частично вырожденной электронной плазмы 
получим 

( ) ( ) ( ) ( )3/2 3 72
0

0

2
1; ; 1Z Z F F

i Z
K F i f f d

ω

χω α β ξ ξ ξ ξ ξ
ξ

∞−
 = Θ − ∫ .      (2.10) 

Важно отметить, что в безразмерные параметры  и  в полученной 
формуле (2.10) входит частота электрон-ионных столкновений (2.4), в ко-
торой под  надо понимать квантовое выражение для кулоновского лога-
рифма. 

Безразмерный химический потенциал  в выражении для  можно 
найти посредством формулы 

1/2 3/2

2

3
Xµε  =  Θ 

.                                        (2.11) 

Здесь / FT EΘ = , FE  – энергия Ферми, 1/2X  – функция, обратная интегралу 

Ферми ( )1/2F x , где ( ) ( )
1

0
1 t xF x t e dtα

α

−∞ −= +∫  для 1α > − . Для численных 

расчетов с применением формулы (2.11) полезно воспользоваться чрезвы-
чайно аккуратным приближением, предложенным в работе [50] для инте-
гралов Ферми и обратных им функций. 

3. Численные результаты. Результаты численных расчетов для раз-
личных частот излучения ω  (в атомных единицах 16 14.13 10 c−= × ), отвеча-
ющие как квантовому, так и больцмановскому (классическому) пределу 
электронного газа, показаны на рис. 1–4 для 1Z =  и в широких диапазонах 
плотности и температуры плазмы,. Результаты были получены с помощью 
выражений (2.9) - (2.11). 

В численных расчетах использованы следующие значения плотности   
и температуры плазмы: /e Fn T E=  см ,  см  и 210T −=  эВ, 1T =  эВ, 
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210T =  эВ. Соответствующие значения энергии Ферми указаны на рисун-
ках. Для каждой пары значений параметров T  и FE  степень вырождения 
электронной плазмы характеризуется величиной / FT EΘ = , которая, как 
видно из рисунков, варьируется в широком диапазоне значений. 

 
 

 
 

Рис. 1. Зависимость коэффициента поглощения ( )κ ω  от частоты излучения ω  (в 

атомных единицах  с ) для 1Z =  и при 1810en =  см , 210T −=  эВ, 

1T =  эВ, 210T =  эВ. 
 
 

 
Рис. 2. Зависимость коэффициента поглощения ( )κ ω  от частоты излучения ω  (в 

атомных единицах  с ) для 1Z =  и при  см , 210T −=  эВ, 

1T =  эВ, 210T =  эВ. 
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Рис. 3. Зависимость коэффициента отражения ( )R ω  от частоты излучения ω  (в 

атомных единицах  с ) для  и при  см , 
 эВ,  эВ,  эВ. 

 
 

 
 

Рис. 4. Зависимость коэффициента отражения ( )R ω  от частоты излучения ω  (в 

атомных единицах  с ) для  и при  см , 
 эВ,  эВ,  эВ. 

 
Для этих значений параметров плазмы коэффициенты поглощения 

( )( )κ ω и отражения ( )R ω  электромагнитного излучения показаны на рис. 

1, 2 и 3, 4 соответственно, где 
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2 2
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 + + 
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Важно также отметить, что данная модель для диэлектрической про-
ницаемости слабо зависит от подгоночных параметров  и  в выражении 
для эффективного заряда 0 /Z Z= ℵ [37]. Численный анализ показывает, 
что диэлектрическая проницаемость меняется незначительно при варьиро-
вании вышеуказанных параметров в интервале [ ], 0.5;2C s∈ . Кроме того, в 
случае плазмы с многозарядными ионами, 10Z >

∼

, предложенная модель 
переходит в лоренцеву модель плазмы. При значениях 10Θ<

∼

 параметр 
вырожденности плазмы близок к единице. Это означает, что в случае 
умеренного или сильного вырождения электронного газа роль электрон-
электронных столкновений сильно уменьшается и, следовательно, функ-
ция ( )0K ω  не зависит от заряда ионов плазмы . Дополнительно предпо-
лагая, что 1 10< Θ<

∼

, зависимость функции ( )0K ω  от частоты излучения 
оказывается близкой той, что получается в случае невырожденной плазмы 
с многозарядными ионами 10Z >

∼

. 
4. Заключение. Для полностью ионизованной столкновительной пла-

змы с произвольным зарядом ионов в работе было найдено решение лине-
аризованного кинетического уравнения Фоккера – Планка с интегралом 
столкновений в форме Ландау. Учитываются как электрон‐ионные стол-
кновения, так и столкновения подтепловых (холодных) электронов с теп-
ловыми.  

В предложенной модели вклад электрон-электронных столкновений в 
ДП учитывается посредством параметра ( ),Z ωℵ , который рассмат-
ривается как функция заряда ионов Z  и частоты возмущений ω . Кроме 
того, при определении ( ),Z ωℵ  рассматривается низкочастотный 
( )0ω → предел ДП, где последняя должна совпадать с известным выра-
жением для стационарной проводимости. С другой стороны, при высоких 
частотах ( )ω → ∞  параметр ℵ  должен стремиться к нулю, ( ), 0Z ωℵ → , 
что соответствует нулевому вкладу электрон-электронных столкновений в 
ДП в рассматриваемом пределе. Важной особенностью данной модели 
является возможность обобщения полученных результатов на случаи 
вырожденной и/или неидеальной плазмы. Причем в первом случае 
появляется дополнительное ограничение, 22k m ωℏ ≪ , на длину волны 
возмущений. 

Главной целью данной работы являлась разработка простой, но фи-
зически мотивированной аналитической модели для расчета диэлект-
рической проницаемости, пригодной в широких диапазонах параметров 
плазмы и для моделирования широкого круга экспериментальных работ 
по взаимодействию лазерного излучения с веществом. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Государственного 
комитета по науке Министерства образования и науки Армении в рамках 
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Широкодиапазонная диэлектрическая проницаемость 
столкновительной плазмы с произвольным зарядом ионов  

 

На основе решения линеаризованного кинетического уравнения Фоккера – 
Планка для электронов с интегралом столкновений в форме Ландау предложено 
аналитическое выражение для диэлектрической проницаемости полностью иони-
зованной плазмы с произвольным зарядом ионов, пригодное для описания высо-
кочастотных, длинноволновых возмущений в плазме. Обоснована пригодность 
предложенной модели в широком диапазоне параметров плазмы, а также частоты 
электромагнитного излучения. Кроме того, модель обобщается на случаи неиде-
альной и/или вырожденной плазмы. Численно проанализировано поведение полу-
ченной диэлектрической проницаемости в широком диапазоне плотностей и тем-
ператур плазмы. 
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Բախումային պլազմայի լայնատիրույթ դիէլեկտրիկական 
թափանցելիությունն իոնների կամայական լիցքի դեպքում 

 

Լանդաուի ձևի բախումների ինտեգրալով էլեկտրոնների համար Ֆոկեր-Պլանկի 
գծայնացված կինետիկական հավասարման լուծման հիման վրա առաջարկվել է 
պլազմայում բարձր հաճախականության, երկարալիք գրգռումների նկարագրության 
համար պիտանի անալիտիկ  արտահայտություն՝ իոնների կամավոր լիցքով լիովին 
իոնիզացված պլազմայի դիէլեկտրիկ թափանցելիության համար: Հիմնավորված է 
առաջարկվող մոդելի պիտանելիությունը պլազմայի պարամետրերի, ինչպես նաև 
էլեկտրամագնիսական ճառագայթման հաճախականության լայն տիրույթում: Ամ-
փոփված են ոչ իդեալական և/կամ այլասերված պլազմայի դեպքերը: Թվային ձևով 
վերլուծված է ստացված դիէլեկտրիկ թափանցելիության վարքը պլազմայի խտու-
թյունների և ջերմաստիճանների լայն տիրույթում: 
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Wide-Range Permittivity of the Collisional Plasma  

with an Arbitrary Ionic Charge 
 

On the base of the solution of a linearized Fokker-Planck kinetic equation for 
electrons with a Landau collision integral an analytical expression is proposed for the 
dielectric permittivity of completely ionized plasma with an arbitrary ionic charge  
applicable for the description of high-frequency long-wave perturbations in plasma. 
Suitability of the offered model is proved in a wide range of plasma parameters as well 
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as the frequency of the electromagnetic radiation. Moreover, the model permits a 
generalization for the cases of nonideal and/or degenerate plasmas. The behavior of the 
obtained dielectric permittivity is analyzed numerically in a wide range of plasma 
densities and temperatures. 
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