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В определенных приложениях, в частности, при моделировании поли-
мерных макромолекул, необходимо будет включать в модель не геометри-
ческие точки, а малые, но конечные объёмы, которым приписаны смеще-
ния и повороты, так же, как и силы и моменты межмолекулярного взаимо-
действия [1-5]. В работе [6] построена моментная континуальная модель 
деформации полуэтиленовых цепей исходя из их молекулярной модели и 
определены ее физические постоянные через параметры молекулярной 
структуры цепей [7, 8]. В работе [9] устанавливается феноменологическая 
моментная теория упругости со стесненным вращением, которая адекват-
на континуальной модели полиэтиленовой цепи [6]. 

В данной статье на основе трехмерной модели работы [9] построена 
прикладная теория изгибной деформации микрополярной упругой тонкой 
балки со стесненным вращением. 

1. Трехмерная континуальная моментная теория упругости со 
стесненным вращением. Основные уравнения моментной теории упру-
гости со стесненным вращением как континуальная модель для полиэтиле-
на имеют вид [9]:  

уравнения равновесия (движения) 
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соотношения упругости 
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либо в обратной форме 
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геометрические соотношения 
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где                                           
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Здесь ,,,,,, 132112332211 σσσσσσ ,, 2331 σσ −σ32

силовые напряжения; 31µ , 

13µ − моментные напряжения; ( ) −= 321 ,, uuuu
�

вектор перемещения; 

( )1 2 3, ,ω ω ω ω= −
�

вектор поворота; 11 22 33 12 13 23, , , , ,ε ε ε ε ε ε −  деформации; 

31 32,χ χ −  изгибы-кручения; 11 11 11 22
11 22 33 22, , , ,c c c c 22 33 13 23 12

33 33 13 23 12, , , , ,c c c c c 1 2,k k  (или 1 2,  ,E E  
3 21,  ,E ν 12 31 13 32 23,  ,  ,  ,  ,ν ν ν ν ν  21,kk ) – упругие постоянные континуального  
полиэтилена, вычисленные в работах [7, 8] и выраженные через физичес-
кие данные атомного уровня кристалла полиэтилена.  

Рассматриваемое тело представляет собой призматическое тело, ось  
z – его ось, оси x  и y  расположены в поперечном сечении тела и пред-
ставляют собой главные центральные оси этого сечения (поперечное се-
чение рассматриваемого призматического тела будем считать прямоу-
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гольником: 2 2a b× ), длину тела обозначим через l  (тогда ,b x b− ≤ ≤  
 ,   0 )h y h z l− ≤ ≤ ≤ ≤ . 

К основным трехмерным уравнениям континуального полиэтилена 
следует присоединить граничные условия (а также начальные условия в 
случае задачи динамики). 

Выражение для плотности потенциальной энергии деформации  имеет 
вид [9]: 
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Нашей основной целью является построение прикладной теории из-

гиба тонких балок исходя из трехмерной модели моментной теории упру-
гости со стесненным вращением ((1.1)-(1.6)). 

2. Основные гипотезы. Перемещения и повороты; деформации, 
изгибы-кручения; силовые и моментные напряжения. При построении 
прикладной теории тонкой балки (2 ,   2 )a l b l<< <<  исходя из трехмерной 
моментной теории упругости со стесненным вращением будем пользо-
ваться гипотезами [10-13], суть которых состоит в следующем: 

1) В процессе деформации поперечные сечения тонкой балки повора-
чиваются как жесткое целое вокруг двух взаимно перпендикулярных осей 
x и y  на некоторые углы, не изменяя своих размеров и не оставаясь пер-
пендикулярными к деформированной исходной оси z  балки. Это извест-
ная кинематическая гипотеза Тимошенко [14, 15] при изгибной деформа-
ции тонкой балки, в данном случае при изгибе в двух взаимно перпен-
дикулярных плоскостях  ( yz и xz). 

2) Нормальными напряжениями 11σ   и 22σ  будем пренебрегать в вы-
ражении 33ε  относительно нормального напряжения 33σ , а также будем 
считать 12 21 0σ σ= = . 

3) При определении деформаций, изгибов-кручений, силовых и 
моментных напряжений для касательных напряжений 13σ  и 23σ  сначала  
примем 

( ) ( )
0 0

13 2313 23,   .z zσ σ σ σ= =                                   (2.1) 

После определения указанных выше величин окончательные выражения 
для 13σ  и 23σ  определим как сумму (2.1) и результата интегрирования 
уравнения равновесия (движения) (1.1)3 (с учетом закона независимого 
действия сил), с требованием равенства нулю соответствующего инте-
грала (в плоскости yz  от h−  до h+ ; в плоскости xz от b−  до b+ ). 

Математически принятую кинематическую гипотезу Тимошенко мо-
жем записать так: 

1 1 2 2( ),   ( ),u u z u u z= =                                         (2.2) 

3 1 2( ) ( ),u y z x zψ ψ= ⋅ + ⋅                                       (2.3) 
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где 1( )u z – прогиб оси балки в плоскости xz, а 2( )u z – прогиб оси балки в 
плоскости yz ; 1( )zψ – угол поворота поперечного сечения балки вокруг 

главной центральной оси инерции x этого сечения, а )(2 zψ – угол пово-
рота поперечного сечения балки вокруг оси y ; ( , )x y – произвольная точка 
поперечного сечения балки. Отметим, что площадь поперечного сечения и 
моменты инерции относительно осей x и y  будут: 
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2 2 4 , , .
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⋅ ⋅= ⋅ = = = = =          (2.4) 

Подставляя в формулы (1.5) выражения для перемещений (2.2), (2.3), для 
углов поворота получим: 
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Подставляя формулы для перемещений (2.2), (2.3) и поворотов (2.5) в гео-
метрические соотношения (1.4), для деформаций и изгибов-кручений 
будем иметь: 
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Приняв обозначения 
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формулы (2.6)-(2.9) можем записать так: 

11 22 12 0,ε ε ε= = =  

33 11 22 13 13 23 23( ) ( ),   ( ),    ( ),y K z x K z z zε ε ε= ⋅ + ⋅ = Γ = Γ               (2.11) 
31 31 32 32( ),       ( ).z zχ λ χ λ= =  

Как видно из формул (2.2), (2.3), (2.5), (2.10), (2.11), основными кинемати-
ческими функциями задачи являются: 1 2 1( ),  ( ), ( )u z u z zψ  и 2 ( )zψ . 

На основе гипотезы 2) из соотношения закона Гука (1.3)3 для нор-
мального силового напряжения 33σ , а также для  моментных напряжений 

31 32,µ µ  из (1.3)4, (1.3)5, получим: 

33 3 33 3 11 22( ( ) ( )),E E y K z x K zσ ε= ⋅ = ⋅ + ⋅                       (2.12) 
31 31 1 31 2 32 32 32 1 32 2 31( ) ( ) ( ),    ( ) ( ) ( ).z k z k z z k z k zµ µ λ λ µ µ λ λ= = − = = −   (2.13) 

На основе гипотезы 3) уравнения (1.3)5, (1.3)6 (с учетом (2.11)) и уравне-
ния равновесий (1.1)4, (1.1)5 представим в  виде: 
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0 0
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Отметим, что первые два уравнения равновесия из (1.1) с учетом гипотезы 
2) (учитывая, что 12 21 0σ σ= = ) примут вид: 

31 3211 220,     0
x z y z

σ σσ σ∂ ∂∂ ∂
+ = + =

∂ ∂ ∂ ∂
                            (2.16) 

и будут служить для определения нормальных напряжений 11σ  и 22σ  (с 
учетом граничных условий при x b= ±  для 11σ  и y h= ±  для 22σ ). Как вид-
но из (2.16) (имея в виду, что 31 31 32 32( ), ( )z zσ σ σ σ= = ; формулы (2.14)), 11σ  

будет линейной функцией по x, а 22σ –линейной функцией по y и оба бу-
дут функциями также и по z . 

Для получения уточнённых выражений для силовых касательных на-
пряжений 13σ  и 23σ  выполним вычисления по гипотезе 3). Будем считать, 
что по формуле (2.12) уже определено нормальное силовое напряжение 

33σ . Тогда исходя из принципа независимого действия сил (т.к. рассмат-
риваемая задача линейная) вместо третьего уравнения равновесия можем 
записать два отдельных уравнения: 

  ),()(    ),( ,0 22333

1

33

1

33
3313 zKEzzx
zx

⋅=σσ⋅=σ=
∂
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Интегрируя уравнение (2.17) по x , а (2.18) по y , получим 
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По гипотезе 3) от результатов интегрирования (2.19) будем требовать со-
ответственно условие 
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Тогда для 
0
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Подставляя (2.21) в формулы (2.19), для 13σ и 23σ получим 
1
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              (2.22) 

Теперь на основании гипотезы 3) запишем окончательные формулы для 
силовых касательных напряжений 13σ  и 23σ  (сумма (2.1) и (2.22)): 
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При помощи формул (2.23) можем удовлетворить граничным условиям 
для 13σ  и 23σ : 

13 13( ),
x b

q zσ
=±

= 23 23( ),
y h

q zσ
=±

=                              (2.24) 

в результате придем к следующим уравнениям:                                     
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3. Прикладная теория изгибной деформации микрополярной тон-
кой балки со стесненным вращением. С целью приведения трехмерной 
задачи моментной теории упругости со стесненным вращением к одномер-
ной (прикладной), что уже выполнено для перемещений, поворотов, де-
формаций, изгибов-кручений, силовых и моментных напряжений, в при-
кладной теории тонкой балки вместо силовых и моментных напряжений 
введем статически эквивалентные им интегральные характеристики – уси-
лия 3,iN 3 ,iN моменты от силовых напряжений ,iiM  моменты от момент-

ных напряжений 3iL ( )1,2i = , которые с учетом формул (2.1), (2.12), (2.13) 

примут вид 
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h b h b

h b h b

L dxdy z dxdy h b zµ µ µ
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Из формул (3.1)-(3.6), определяя ( )
0

13 ,zσ  ( )
0

23 ,zσ  
1

33( ),zσ
∗

 
1

33( ),zσ
∗∗

 ( )31 ,zµ  
( )32 zµ  и подставляя их в формулы (2.28), (2.29), (2.15), придем к следую-

щим уравнениям равновесия прикладной моментной теории со стеснен-
ным вращением для изгибной деформации тонкой балки: 
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− = ⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )31 32
23 32 31 130,     0,

dL z dL z
N z N z N z N z

dz dz
+ − = + − =

        
(3.7)

 
( ) ( ) ( ) ( )31 32

11 222 0,              2 0.
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h q z b q z
dz dz

+ ⋅ = + ⋅ =  

Отметим, что последние два уравнения равновесия получены на основе 
уравнений (2.17), (2.18), с применением к ним интегрального оператора 

( )
h b

h b

dxdy
− −

⋅∫ ∫  с учетом граничных условий для 11σ  при ,x b= ±  для 22σ  при 

.y h= ±  
Соотношения упругости для прикладной модели тонкой балки полу-

чим на основании формул (2.14), (2.13), (2.12). Таким образом, 

13 31 13 132 ,N N G F Г+ = ⋅ ⋅ 23 32 23 232 ,N N G F Г+ = ⋅ ⋅ 11 3 11 11,М E J K= ⋅ ⋅             
22 3 22 22,М E J K= ⋅ ⋅ ( )31 1 31 2 32 ,L k k Fλ λ= − ⋅ ( )32 1 32 2 31 .L k k Fλ λ= − ⋅           (3.8) 

Геометрическими соотношениями прикладной теории тонкой балки будут 
служить соотношения (2.10). 

Таким образом, построена математическая модель изгибной деформа-
ции тонкой балки по моментной теории упругости со стесненным враще-
нием, основную систему уравнений которой представляют уравнения рав-
новесия (3.7), физические соотношения упругости (3.8) и геометрические 
условия (2.10). К этой системе уравнений следует присоединить гранич-
ные условия при 0z =  и z l= . Легко подсчитать, что количество уравне-
ний в этой модели – 18, а неизвестных: 1( ),u z  2( ),u z  1( ),zψ  2( ),zψ  

13( ),zΓ 23( ),zΓ 11( ),K z 22( ),K z 31( ),zλ 32( ),zλ 13( ),N z 23( ),N z 31( ),N z 32( ),N z 11( ),M z  
22( ),M z 31( ),L z 32( )L z – тоже 18. 
Решая 3-е и 4-е уравнения из системы уравнений равновесия (3.7) с 

первыми двумя уравнениями из соотношений упругости (3.8), определим 

3113,NN и 3223,NN . Подставляя их в первые два и последние два уравнения 
равновесия из (3.7) и используя геометрические соотношения (2.10), при-
дем к системе из четырех уравнений относительно функций 1( ),u z  

2 1( ),   ( )u z zψ  и 2( )zψ . 
В силу принятых гипотез из (1.6) для плотности потенциальной энер-

гии деформации прикладной теории тонкой балки по моментной теории со 
стесненным вращением имеем 

{
}

33 2 33 2 13 2 23 2
0 33 11 33 22 13 13 23 23

2 2
1 31 1 32 2 31 32

1
( ) ( ) ( ( ) ( )

2

( ) ( ) 2 ( ) ( )) ,

x yW C J K z C J K z F C z C z

k z k z k z zλ λ λ λ

= + + ⋅Γ + ⋅ Γ +

+ + −

ɶ

        

(3.9)

 
а полная потенциальная энергия в балке будет 

0 0

0

( ) .
l

U W z dz= ∫ɶ ɶ  

В случае динамической задачи основные уравнения прикладной тео-
рии микрополярной тонкой балки со стесненным вращением выводятся 
аналогично статической (только все величины будут также функциями от 
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t ). В итоге уравнения движения примут вид (3.7) с учетом инерционных 
членов, а соотношениями упругости и геометрическими соотношениями 
будут служить соответственно формулы (3.8), (2.10). 

4. Задачи о равновесии и свободных колебаниях изгибной дефор-
мации тонких балок по моментной теории со стесненным вращением. 
Рассмотрим конкретные примеры изгиба балки: статическую задачу и за-
дачу о свободных колебаниях, когда ее оба конца шарнирно оперты и бал-
ка загружена в плоскости 2 3x x  равномерно распределенной нагрузкой ин-
тенсивностью 2( )q q z const= = (при свободных колебаниях 0q ≡ ). Шар-

нирное опирание означает, что на концах балок ( 0z = и )z l=  в плоскости 

yz  равны нулю 2 11,  u M  и 31L , а в плоскости 1 22,xz u M−  и 32,L т.е. 
в плоскости :yz 2 11 310, 0, 0u M L= = = , при 0z =  и z l= ; 

в плоскости :xz 0,0,0 32221 === LMu , при 0z =  и z l= . 
Поставленные задачи будем решать методом разделения переменных. 
Решение системы уравнений (3.7), (3.8), (2.10) представим в виде три-

гонометрических рядов Фурье: 
 

1 1 2 2
1 1

1 1 2 2
1 1

sin ,    sin ,   

cos ,   cos ,

m m
m m

m m
m m

m z m z
u U u U

l l

m z m z

l l

π π

π πψ ψ

∞ ∞

= =
∞ ∞

= =

= =

= Ψ = Ψ

∑ ∑

∑ ∑
                     (4.1) 

 

где 1 2 1 2,   ,  ,   m m m mU U Ψ Ψ  – коэффициенты рядов – неизвестные постоянные 
числа. Отметим, что решение в виде (4.1) автоматически удовлетворяет  
колебаниях под суммой в каждую формулу из (4.1) необходимо добавить 
множитель .tipme  

В статической задаче нагрузку constqq ==2  тоже необходимо пред-
ставить в виде разложения в тригонометрический ряд Фурье. 

Данные задачи: 100 ( ),l нм нанометр=  2 2 1 ,h b нм= =  3
2 2

0.5 10 ,
кгс

q
м

= ⋅
 

11
11 18.1  ,  C ГПа=  

22
22 17.3  ,C ГПа=  

33
33 193  ,C ГПа=  

11
22 11  ,  C ГПа=  

11
33 4  ,C ГПа=  

22
33 5 ,C ГПа=  

12
12 8.63 ,  C ГПа=  

13
13 0.75 ,C ГПа=  

23
23 2.18 ,C ГПа=  1 200 ,k Н=  

2 200k Н= . 
Результаты численных вычислений таковы: 
а) статическая задача:  

 м,10125.4   ,0  м,102.07   м,10-2.07 -11кл
1max

кл
1max

-11мом
2max

-11мом
1max ⋅==⋅=⋅= WWWW  
б) свободные колебания: 

.10987.3  ,10314.4 191
11

1121
11

−− ⋅=⋅= секpсекp клмом  
Как можно убедиться, учет моментности в статической задаче приво-

дит к повышению жесткости балки, а частоты колебаний находятся в тера-
герцовом диапазоне. 
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Прикладная теория изгибной деформации упругой тонкой балки  
на основе моментной теории со стесненным вращением  

и ее приложение к полимерам 
 

Построена модель изгибной деформации микрополярной упругой тонкой 
балки со стесненным вращением. Установлена формула для вычисления плотно-
сти потенциальной энергии деформации. Решены задачи о статическом равнове-
сии и свободных колебаниях микрополярной балки и показаны специфические 
эффекты учета моментных напряжений. Даны рекомендации применения постро-
енной модели для полимеров. 
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Կաշկանդված պտույտներով մոմենտային տեսության հիման վրա 

առաձգական բարակ ձողի ծռման դեֆորմացիայի կիրառական  

տեսությունը և նրա կիրառությունը պոլիմերների մոտ 
 

Կառուցված է միկրոպոլյար առաձգական բարակ ձողի կաշկանդված պտույտ-

ներով մոդելը: Հաստատվում է բանաձև դեֆորմացիայի պոտենցիալ էներգիայի խտու-

թյունը հաշվելու համար: Լուծված են միկրոպոլյար ձողի հավասարակշռության և սե-

փական տատանումների խնդիրները, և ցույց են տրված մոմենտային լարումների 
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Applied Theory of Bending Deformation of an Elastic Thin Bar Based on 
Moment Theory with Constrained Rotation and  

Its Application to Polymers 
 

A model of bending deformation of micropolar elastic thin bar with constrained 
rotation is constructed. A formula is established for calculation of the density of the 
potential energy deformation. The problems of static equilibrium and free oscilla-
tions of micropolar bar are solved and specific effects of moment stresses are shown. 
Recommendation is given to apply the constructed model to polymers. 
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