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1. Введение. Современная наука возникновение сильных землетрясе-

ний связывает с тектоникой литосферных плит Земли (≈95% землетрясе-
ний) [1-3]. 

Связанные с землетрясениями процессы принято делить на два состо-
яния: медленные (вековые) и скачкообразные (быстротечные). Вековые 
движения могут длиться десятки лет. В результате в литосферной плите и 
земных блоках накапливаются деформации, которые, достигнув порядка 
10-4, а по Рикитаке порядка 4.7*10-5, приводят к глобальному разрушению 
– землетрясению. Основная часть накопленной потенциальной энергии 
выделяется в виде объемных P (продольных или первичных) и сдвиговых 
S (вторичных) волн, которые распространяются со скоростями VP , VS, где 
всегда VP > VS . Фиксируя время прихода этих волн, по их разности удается 
установить расстояние очага землетрясения от заданной станции, а по дан-
ным трех станций – расположение очага землетрясения.  

Помимо продольных и поперечных волн возникают также поверхно-
стные волны Релея и Лява. Быстрые (скачкообразные) движения возни-
кают в результате форшока, самого землетрясения и афтершока. Таким об-
разом, землетрясение есть результат глобального разрушения. Следова-
тельно, для предсказания землетрясений необходимо найти напряженно-
деформированные состояния лтосферных плит Земли и отдельных блоков 
земной коры и проследить за их изменением во времени. В шестидесятые 
годы XX столетия было обнаружено изменение геометрии лицевой по-
верхности земной коры до землетрясений. Тогда встал вопрос: можно ли 
найти напряженно-деформированное состояние, имея структуру местно-
сти (слоистость, толщина и упругие характеристики, плотность слоев) и 
используя значения перемещений точек лицевой поверхности, как данные 
сейсмостанций, GPS систем, наклономеров? 
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Возникающая задача оказалась неклассической задачей теории упру-
гости, поскольку на лицевой поверхности приходится ставить шесть усло-
вий: поверхность свободна, т. е. три компоненты тензора напряжений рав-
ны нулю, но известны значения перемещений этой поверхности (три усло-
вия). В классической же задаче теории упругости на поверхности ставятся 
три условия. Доказано, что сформулированная выше неклассическая зада-
ча всегда имеет решение, более того, всегда существует классическая  кра-
евая задача, решением которой она является [4]. 

Для слоистых пластин, когда между слоями выполняются условия 
полного контакта, неклассическая краевая задача определения напряжен-
но-деформированных состояний литосферных плит Земли решена в [5]. 

Прослеживая за изменением во времени напряженно-деформирован-
ного состояния слоистого пакета, можно фиксировать такое состояние, ко-
торое приводит к отрыву контакта между отдельными слоями, после чего 
необходимо изучить напряженно-деформированное состояние, когда име-
ет место отрыв. 

В настоящей работе решена неклассическая задача теории упругости 
для слоистого пакета, когда контакт между первым и вторым слоями не-
полный, т.е. произошел отрыв. Найденное решение можно обобщить на 
случай отрыва между слоями с номерами (k-1) и k. 

2. Основные уравнения и постановка краевой задачи. Рассмотрим 
пакет из n ортотропных пластин, занимающий область {( , , ) :D x y z=  
0 ,0 ,x a y b≤ ≤ ≤ ≤ 0 ,z h≤ ≤ 1h h= + 2 ... ,nh h+ + min( , ) , }a b l h l= << , где kh – тол-
щины пластин (рисунок). 
                                        

  
                                
            

Требуется найти решение системы уравнений и соотношений 
трехмерной задачи теории упругости с учетом объемных сил (в на-
шем случае вес) и температурного поля по модели Дюгамеля – Ней-
мана при граничных условиях при 0z = : 

( ), ,0, 0,jz x y tσ = ( ) ( ), ,0, , , ,j ju x y t u x y t+= , , ,j x y z=                 (1) 
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где время t  входит как параметр; при условиях неполного контакта 
между первым и вторым слоями при 1z h= : 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1, , , , ,jz jzσ ξ η ζ σ ξ η ζ= , , ,j x y z=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1
1 1 1 1, , , , , , ,xzu u kξ η ζ ξ η ζ σ ξ η ζ− =

                    (2) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1

1 1 2 1, , , , , , ,yzv v kξ η ζ ξ η ζ σ ξ η ζ− =
 

( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 1, , , , ,w wξ η ζ ξ η ζ= 1 1 / ,h hζ =  

и при условиях полного контакта между остальными слоями: 
( ) ( )1 ,k k
jz jzσ σ −= ( ) ( )1 ,k k

j ju u −= ( )1 1 2 1... / ,k kh h h hζ − −= + + + , , ,j x y z= 3.k ≥        (3) 
Условия на боковых поверхностях 0, ; 0,x a y b= =  не будем конкре-
тизировать, для данного класса неклассических краевых задач ими 
обусловлен пограничный слой. 

3. Общее асимптотическое решение задачи. В случае медлен-
ных движений литосферных плит процесс квазистатический (время 
t  входит как параметр). Чтобы решить сформулированную выше за-
дачу, перейдем к безразмерным переменным и перемещениям по 
формулам: 

     / ,x lξ = / ,y lη = 1/ / ,z h z lζ ε −= = / ,xu u l= / ,yv u l= / ,zw u l= /h lε =     (4) 

В результате получим следующую систему:                    
( ) ( ) ( )

( )1 0,
kk k

xy kxx xz
xlF

σσ σε
ξ η ζ

−∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
( ), ; ,x y ξ η

 
( ) ( ) ( )

( )1 0,
kk k

yz kxz zz
zlF

σσ σε
ξ η ζ

−∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂  

     

( )
( ) ( ) ( )
1 11 ,

k
k k ku

e α θ
ξ

∂ = +
∂

( )
( ) ( ) ( )
2 22 ,

k
k k kv

e α θ
η

∂ = +
∂

( )
( ) ( ) ( )1
3 33 ,

k
k k kw

eε α θ
ζ

− ∂ = +
∂             (5)                         

 

( ) ( )
( ) ( )1
44 ,

k k
k k

yz

v w
aε σ

ζ η
− ∂ ∂+ =

∂ ∂

( ) ( )
( ) ( )1
55 ,

k k
k k

xz

u w
aε σ

ζ ξ
− ∂ ∂+ =

∂ ∂

( ) ( )
( ) ( )
66 ,

k k
k k

xy

v u
a σ

ξ η
∂ ∂+ =
∂ ∂

 

      
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 3 ,k k k k k k k
m m xx m yy m zze a a aσ σ σ= + +

   
1,2,3.m =  

Здесь ( )k
jF  – компоненты объемной силы, ( )kθ  – изменение темпера-

турного поля, которое считается известным, индекс " "k означает 

номер слоя. Система ( )5  сингулярно возмущена малым параметром 

ε , и решение складывается из решений внутренней задачи ( )intI  и 

пограничного слоя ( )bI [6]. Решение внутренней задачи ищем в виде
 ( ),int , 0,I k sq s

kI I s Nε += =                                    (6) 

 После подстановки (6) в (5) и приравнивания в каждом уравнении 
коэффициентов при одинаковых степенях ε  получим непротиворе-
чивую систему для определения коэффициентов ( ), ,k sI  если , , 0,u v wq =

 
1.

ij
qσ = −  В результате имеем:    
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( ) ( ) ( )
( )

, 1, 1 ,
, 0,

k sk s k s
xy k sxx xz

xF
σσ σ

ξ η ζ

−− ∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
  ( ), ; ,x y ξ η , 

( ) ( ) ( )
( )

, 1, 1 ,
, 0,

k sk s k s
yz k sxz zz

zF
σσ σ

ξ η ζ

−− ∂∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂
  ( ),0 2 ,k

j jF lFε=  ( ), 0,k s
jF =  0,s ≠  

( )
( ) ( ) ( )

, 1
, ,

1 11 ,
k s

k s k k su
e α θ

ξ

−∂ = +
∂

( )
( ) ( ) ( )

, 1
, ,

2 22 ,
k s

k s k k sv
e α θ

η

−∂ = +
∂  

( )
( ) ( ) ( )

,
, ,

3 33 ,
k s

k s k k sw
e α θ

ζ
∂ = +

∂                                         (7)
 

( ) ( )
( ) ( )

, , 1
,

44 ,
k s k s

k k s
yz

v w
a σ

ζ η

−∂ ∂+ =
∂ ∂  

( ) ( ) ( ) ( ), , 1
,

,
55

k s k s
k k su w

a
xz

σ
ζ ξ

−∂ ∂+ =
∂ ∂

 

( ) ( )
( ) ( )

, 1 , 1
,

66 ,
k s k s

k k s
xy

v u
a σ

ξ η

− −∂ ∂+ =
∂ ∂

 

 ( ) ( ),0 ,k kθ εθ=   ( ), 0k sθ =  при 0.s ≠  
Из системы (7) следуют: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,
0 *, , , ,k s k s k s

jz jz jzσ σ ξ η σ ξ η ζ= +    , ,j x y z=  

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ), , , ,23 11

0 *

11 11

, , ,
k k

k s k s k s k s
xx zz xxk k

A

A A

γσ σ θ σ ξ η ζ= − − +  

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ), , , ,13 22

0 *

11 11

, , ,
k k

k s k s k s k s
yy zz yyk k

A

A A

γσ σ θ σ ξ η ζ= − − +  

( )
( )

( ) ( ), 1 , 1
,

66

1
,

k s k s
k s

xy k

v u

a
σ

ξ η

− − ∂ ∂= + ∂ ∂ 
                                   (8)  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
55 0 0 *, , , ,k s k k s k s k s

xzu a u uζσ ξ η ξ η ζ= + +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
44 0 0 *, , , ,k s k k s k s k s

yzv a v vζσ ξ η ξ η ζ= + +  

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ), , , , ,33 11

0 0 *

011 11

, , , ,
k k

k s k s k s k s k s
zzk k

A B
w w d w

A A

ζ

ζσ ξ η θ ζ ξ η ζ= + + +∫  

где 

( ) ( )
( ) ( ), 1 , 1

, ,
*

0

,
k s k s

jx jyk s k s
jz jF d

ζ σ σ
σ ζ

ξ η

− − ∂ ∂
= − + + 

∂ ∂  
∫   , ,j x y z=  

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
, 1 , 1

, ,
* 22 12 23 *

11

1
,

k s k s
k s k k k k s

xx zzk

u v
a a A

A
σ σ

ξ η

− − ∂ ∂= − − ∂ ∂ 
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
, 1 , 1

, ,
* 11 12 13 *

11

1
,

k s k s
k s k k k k s

yy zzk

v u
a a A

A
σ σ

η ξ

− − ∂ ∂= − − ∂ ∂ 
 

( ) ( ) ( )
( ), 1

, ,
* 55 *

0

,
k s

k s k k s
xz

w
u a d

ζ

σ ζ
ξ

− ∂= − ∂ 
∫

( ) ( ) ( )
( ), 1

, ,
* 44 *

0

,
k s

k s k k s
yz

w
v a d

ζ

σ ζ
η

− ∂= − ∂ 
∫  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,
* 13 * 23 * 33 *

0

,k s k k s k k s k k s
xx yy zzw a a a d

ζ

σ σ σ ζ = + + ∫                         (9)  

( ) ( ) ( ) ( )( )2

11 11 22 12 ,k k k kA a a a= −      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
13 11 23 12 13,k k k k kA a a a a= −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
23 22 13 12 13,k k k k kA a a a a= −      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

33 33 11 13 23 23 13,
k k k k k k kA a A a A a A= − −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 11 22 12 22,

k k k k ka aγ α α= −      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
22 22 11 12 11 ,k k k k ka aγ α α= −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 33 11 13 11 23 22,

k k k k k k kB A a aα γ γ= − −  ( ), 0k mQ ≡  при 0.m<  

Решение (6), (8) содержит 6k  неизвестных функций ( ) ( ),
0 , ,k s

xzσ ξ η  
( ) ( ),

0 , ,k s
yzσ ξ η

 
( ) ( ),

0 , ,k s
zzσ ξ η  ( ) ( ),

0 , ,k su ξ η  ( ) ( ),
0 , ,k sv ξ η  ( ) ( ),

0 , ,k sw ξ η  которые однознач-

но определяются из 6k  граничных условий, включая условия полного и 
неполного контакта. Отметим, что время t  в граничных условиях играет 
роль параметра и характеризует состояние лицевой поверхности пакета на 
заданный момент it t= .  

Используя решение (6), (8), (9) и удовлетворив условиям для первых 
двух слоев, получим: 

      
       ( )1,

0 0,s
jzσ =  ( ) ( ) ( )1, 1,

* , , ,s s
jz jzσ σ ξ η ζ=  , , ,j x y z=  

 ( ) ( )1,
0 ,s su u+=  ( ) ( ) ( ) ( )1, 1,

* , , ,s s su u u ξ η ζ+= +  ( ), ,u v  

 ( ) ( )1,
0 ,s sw w+=  ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

1
1, 1, 1,11

*1
0 11

, , ,s s s sB
w w d w

A

ζ

θ ζ ξ η ζ+= + +∫  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 1, 2,
0 * 1 * 1, , , , ,s s s

jz jz jzσ σ ξ η ζ σ ξ η ζ= −  1 1 / ,h hζ =  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 1, 2, 2,
* 1 * 1 *, , , , , , ,s s s s

jz jz jz jzσ σ ξ η ζ σ ξ η ζ σ ξ η ζ= − +
                            (10)   

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 1, 2 2, 1, 2,
0 1 1 55 1 0 * 1 * 1, , , , , , ,s s s s s s

xz xzu u k a u uσ ξ η ζ ζ σ ξ η ζ ξ η ζ+= + − + −  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2, 2 2, 1, 1,
55 0 1 1 1 * 1, , , ,s s s s s

xz xzu u a k uσ ζ ζ σ ξ η ζ ξ η ζ+= + − + + −  

  ( ) ( ) ( ) ( )2, 2,
* 1 *, , , , ,s su uξ η ζ ξ η ζ− +  ( )55 44 1 2, ; , ; , ; , ,u v x y a a k k  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 21 2
2, 1, 2, 2, 1, 2,3311 11

0 1 0 * 1 * 11 2 2
0 11 11 11

, , , , ,s s s s s s s
zz

AB B
w w d w w

A A A

ζ

θ θ ζ ζ σ ξ η ζ ξ η ζ+  
= + − − + −  

 
∫

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

12 1 2 2
2, 2, 1, 2, 2,33 11 11 11

0 12 1 2 2
0 011 11 11 11

s s s s s s
zz

A B B B
w w d d

A A A A

ζ ζ

σ ζ ζ θ θ ζ θ ζ+  
= + − + − + +  

 
∫ ∫  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, 2, 2,
* 1 * 1 *, , , , , , ,s s sw w wξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ+ − +  

а для слоя с произвольным номером 3k ≥  имеем:  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, ,

0 * 1 * 1, , , , ,k s s k s
jz jz k jz kσ σ ξ η ζ σ ξ η ζ− −= −  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, , ,
* 1 * 1 *, , , , , , ,k s s k s k s

jz jz k jz k jzσ σ ξ η ζ σ ξ η ζ σ ξ η ζ− −= − +  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), 1, , 1, ,
0 1 1 55 1 0 * 1 * 1, , , , , , ,k s s s k k s s k s

xz k k xz k ku u k a u uσ ξ η ζ ζ σ ξ η ζ ξ η ζ+
− − − −= + − + −  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1, 1,
55 0 1 1 1 * 1, , , ,k s s k k s s s

xz k xz k ku u a k uσ ζ ζ σ ξ η ζ ξ η ζ+
− − −= + − + + −  
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 ( ) ( ) ( ) ( ), ,
* 1 *, , , , ,k s k s

ku uξ η ζ ξ η ζ−− + ( )55 44 1 2, ; , ; , ; , ,u v x y a a k k
                      (11)                             

 

 ( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

1 1
, 1, , ,3311 11

0 1 01
0 11 11 11

k kk
k s s s k s k s

k zzk k

AB B
w w d

A A A

ζ

θ θ ζ ζ σ
−

+
−

 
= + − − +  

 
∫  

  ( ) ( ) ( ) ( )1, ,
* 1 * 1, , , , ,s k s

k kw wξ η ζ ξ η ζ− −+ −  

( ) ( )
( )

( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )
( )

1 1
, , 1, , ,33 11 11 11

0 1 1
0 011 11 11 11

kk k k
k s s k s s k s k s

zz kk k k

A B B B
w w d d

A A A A

ζ ζ

σ ζ ζ θ θ ζ θ ζ
−

+
−

 
= + − + − + +  

 
∫ ∫  

  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , ,
* 1 * 1 *, , , , , , .s k s k s

k kw w wξ η ζ ξ η ζ ξ η ζ− −+ − +  

Используя формулы (6), (10), (11), можно решение внутренней задачи 
определить с заранее заданной точностью. Если входящие в граничные ус-
ловия функции , ,u v w+ + +  являются многочленами от тангенциальных коор-
динат, итерационный процесс обрывается, и получаем математически точ-
ное решение внутренней задачи. Решение пограничного слоя экспоненци-
ально убывает при удалении от боковых поверхностей во внутрь пластин-
ки. Поскольку продольные размеры  a  и b  литосферных плит достаточно 
велики, пограничные слои в глобальном смысле не будут представлять 
практический интерес. В качестве иллюстрации приведем решение вну-
тренней задачи при ,ju const+ = ( ) ,k constθ = ( ) :k

z kF gρ=  
( ) 0,k
xzσ =  

( ) 0,k
yzσ = ( ) ( ) ( )( ) ( ),0 1,0 ,01 1

1 ,k k k
zz k z z zF F Fσ ε ζ ε ζ− −

−= − −
 

( ),0 2 ,k
z kF l gε ρ=     
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( )
( ) ( )( )
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xx k z z zk k k
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F F l F

A A A
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,
k kk
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yy k z z zk k k
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F F l F
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γσ ε ζ θ ε ζ−
−= − − − + ( ) 0,k

xyσ =
                  (12) 

( ) ,k
xu u+= ( ) ,k

yu v+=
  

( )
( )

( )
( ) ( )( )( ),0 1,033

1 1

11

k
k k

z k z z kk

A
u w l F F

A
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− −= + − − +  
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1
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1 1
11 11

k
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l
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εζ θ θ−

 
+ − +  

 

( )

( )
( ) ( ) ( )1,011

* 1

11

, ,
k

k
kk

B
l lw

A
εζ θ ξ η ζ −+ −  

( ) ( ) ( ) ( ),0 ,0
* 1 *, , , , ,k k

klw lwξ η ζ ξ η ζ−− + ( ) ( ) ( )( ),0 ,0 1,0
0 1 .k k

zz k z zF Fσ ζ −= −  

Отметим, что при ( )k constθ =  и ( )k
z kF g constρ= =  условие неполного 

контакта (2) становится условием полного контакта, потому что в этом 
случае всегда ( ) ( )1,

1, , 0,s
xzσ ξ η ζ ≡ ( ) ( )1,

1, , 0.s
yzσ ξ η ζ ≡
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В. В. Тагворян 
 

Об одной неклассической краевой задаче теории 
 упругости для слоистых пластин 

 

Напряженно-деформированные состояния литосферных плит Земли и от-
дельных участков земной коры, которые являются слоистыми пакетами из пла-
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стин, можно определять асимптотическим методом и следить за изменениями на-
пряженно-деформированных состояний во времени. Возможна такая ситуация, 
когда происходит нарушение полного контакта между определенными слоями 
(отрыв). Решена соответствующая задача, когда отрыв произошел между первым 
и вторым слоями. Асимптотическим методом построен итерационный процесс 
для определения напряженно-деформированного состояния такого пакета. Выяв-
лены случаи, когда решение становится математически точным. В качестве иллю-
страции приведено решение соответствующей частной задачи. 

 
Վ. Վ. Թագվորյան 

 
Շերտավոր սալերի համար առաձգականության տեսության  

մեկ ոչ դասական եզրային խնդրի մասին 
 

Երկրագնդի լիտոսֆերային սալերի և երկրակեղևի առանձին հատվածների, 
որոնք սալերից բաղկացած շերտավոր փաթեթներ են, լարվածային-դեֆորմացիոն 
վիճակները կարելի է որոշել ասիմպտոտիկ մեթոդով և հետևել լար-
վածադեֆորմացիոն վիճակների փոփոխությանն ըստ ժամանակի: Հնարավոր է այն-
պիսի իրավիճակ, որ տեղի ունենա որոշ շերտերի միջև լրիվ կոնտակտի խախտում 
(պոկում): Լուծված է համապատասխան խնդիրը, երբ պոկումը տեղի է ունեցել առա-
ջին և երկրորդ շերտերի միջև: Ասիմպտոտիկ մեթոդով կառուցված է իտերացիոն պրո-
ցես՝ այդպիսի սալ-փաթեթի լարվածային-դեֆորմացիոն վիճակը որոշելու համար: 
Նշված են այն դեպքերը, երբ լուծումը դառնում է մաթեմատիկորեն ճշգրիտ, բերված է 
համապատասխան մասնավոր խնդրի լուծումը:                                                  
    

V. V. Tagvoryan 
 

On а Non-Classic Boundary Problem of the Theory  
of Elasticity for Layered Plates 

 
The intense deformed conditions of the lithospheric plates of the Earth and the 

individual segments of the Earth’s crust, which are layered packages of plates, can be 
determined by an asymptotic method and follow the stress-strain state change according 
to the time. A solution is possible, where the full connection between the layers is 
violated (separation). The appropriate problem is solved, when the violation was 
occurred between the first and the second layers. An iterative process is structured by 
the asymptotic method for determining of plate-package stress-strain state. The cases 
are mentioned, when the solution becomes mathematically correct. The appropriate 
solution for this problem is given. 
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