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Сначала напомним определения систем Виленкина и Хаара,  порож-

денных последовательностью натуральных чисел 2kp ≥ , Nk ∈ . Положим 

0 1m = , 1 1k k km m p+ += . Тогда любое неотрицательное целое число n  единст-
венным образом представляется в виде 

1
1

k k
k

n n m
∞

−
=

=∑ ,  где  {0,1,..., 1}k kn p∈ − , k N∈ . 

Любое число )1,0[∈x  тоже единственным образом представляется в 
виде 

1

k

k k

x
x

m

∞

=

=∑ , где  {0,1,..., 1}k kx p∈ − , k N∈ , 

и для бесконечно многих k N∈  имеет место 1k kx p≠ − . Обобщенные фун-
кции Радемахера определяются по формуле 

( ) : exp 2 k
k

k

x
R x i

p
π

 
=  

 
,  где  : 1i = − . 

Система Виленкина { }: :n n Nψ ψ= ∈  определяется по правилу  

0( ) 1xψ ≡   и  
11

( ) : ( ) exp 2kn k k
n k

kk k

n x
x R x i

p
ψ π

∞ ∞

==

 
= =  

 
∑∏   для  Nn∈ .         (1) 

В случае 2kp = , k N∈ , система Виленкина совпадает с системой Уол-
ша. Как система Уолша связана с системой Хаара, так и система Виленки-
на связана с одним обобщением системы Хаара. 

Для 1( 1) 1k kn m r p s+= + − + − , где 0 1kr m≤ ≤ − , 11 1ks p +≤ ≤ − , положим 
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m i s x

p m m
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+

    +∈   
    = = 

 + ∉ 
 

 (2) 

Полагая 0 ( ) 1xχ ≡ , получим обобщенную систему Хаара { }
0

( )n n
xχ ∞

=
, 

порожденную последовательностью натуральных чисел 2kp ≥ , k N∈ . При 
2kp = , k N∈ , эта система совпадает с классической системой Хаара. 
Эти системы определены в [1] и в математической литературе хорошо 

изучены. При выполнении условия sup k
k

p < ∞  система Виленкина по 

своим свойствам очень близка системе Уолша, а обобщенная система 
Хаара близка системе Хаара. При sup k

k
p = ∞  системы, определенные 

формулами (1), (2), сильно отличаются от систем Уолша и Хаара. 
В настоящей работе для рядов по системам (1), (2) определяется один 

линейный метод суммирования, который применяется для доказательства 
теорем единственности рядов по этим системам. 

Обозначим 

1
1 1

1
: , : 0,1,..., 1k k

k k

j j
j m

m m +
+ +

  + ℑ = = − 
   

,   1,2,....k =  

Для интервала kJ ∈ ℑ  обозначим через Jɶ  тот интервал из 1k−ℑ , который 
содержит J . Определим интервалы lJ  следующим образом: 

1. lJ J⊂ ɶ ,  0J J= , 

2. правый конец интервала lJ  совпадает с левым концом интервала 

1lJ + , причем концы отрезка Jɶ  отождествляются, т. е. если правый конец 

интервала lJ  есть 
k

j

m
, то левый конец интервала 1lJ +  будет 

1

k

j

m

−
.  

Положим 
q

q
l

l q
J J

=−
= ∪ ,  для 10,1,2,..., 1

2
kp

q +  ∈ −  
  

. 

Ясно, что 0J J= . 

Пусть k N∈  и 10,1, 2, ..., 1
2
kp

q +  ∈ −  
  

. Для [ )0,1x∈ , k N∈ ,  через ,k xI  

обозначим интервал со свойствами: ,k x kI ∈ ℑ  и ,k xx I∈ . Для 0q >  обозначим  

1
,

,

,

| |
1 ,   когда  ( ) , | | ,
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0,   когда  . 

k
k x lq
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m l
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t I

ϕ
+
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                       (3) 

Далее будем считать, что { }
0

( )n n
f x

∞

=
 – одна из систем (1), (2). Рас-

смотрим ряд 
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0

( )n n
n

a f x
∞

=
∑                                                        (4) 

Учитывая определения систем { }
0

( )n n
f x

∞

=
, очевидно, что при любом ,

q
k xϕ , 

имеем 

( )
1

, ,

0

, : ( ) ( ) 0q q
n k x n k xf f t t dtϕ ϕ= =∫ ,  когда  1kn m +≥ . 

Поэтому для любого ряда (4) и любого [ )0,1x∈  при любых k  и q  опре-

делены суммы 
1

, ,
0 0

( ) : ( ) ( ) .q
k q n n k x

n

S x a f t t dtϕ
∞

=
=∑ ∫                                        (5) 

Положим 
*

,
,

( ) sup | ( ) |k q
k q

S x S x= .                                    (6) 

Исходя из определений систем (1), (2) и функций (3) нетрудно заметить, 
что формулами (5) определяется некоторый линейный метод суммирова-
ния, т.е.  

1. 
1 1

,
,

0

( ) ( )
km

k q
k q n n n

n

S x a xα ψ
+ −

=

= ∑ ,  когда { } { }
0 0n nn n

f ψ∞ ∞

= =
= ,  

2. 
1 1

,
,

0

( ) ( )
km

k q
k q n n n

n

S x a xβ χ
+ −

=

= ∑ ,  когда { } { }
0 0n nn n

f χ∞ ∞

= =
= , 

где числа ,k q
nα , ,k q

nβ  не зависят от последовательности коэффициентов na . 
Для этого метода суммирования верны следующие теоремы. 
Теорема 1. Если ряд (4) в точке x  сходится к числу σ , то  

,lim ( )k q
k

S x σ
→∞

= . 

Теорема 2. Существует постоянная 0C > , не зависящая от последо-
вательностей na , Nn∈ ,  и kp , Nk ∈ , такая, что 

*

0

( ) sup ( )
m

n n
m n

S x C a f x
=

< ⋅ ∑ . 

Теорема 3. Если ряд (4) является рядом Фурье интегрируемой функ-

ции f  по системе { }∞
=0nnf , то для любого 0λ >  имеют место 

[ ){ }*

1

3
mes 0,1 : ( )x S x fλ

λ
∈ > ≤ ,                               (7) 

и 

,lim ( ) ( )k q
k

S x f x
→∞

= ,  п.в. на [ )0,1 .                                 (8) 

 В работах [2, 3] доказаны теоремы единственности для простых ря-
дов по обобщенной системе Хаара, порожденной ограниченной последо-
вательностью kp , k N∈ , и кратных рядов по классической системе Хаара, 
мажоранты частичных сумм которых удовлетворяют некоторому условию. 

В работе [2] доказана следующая теорема. 
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Теорема А. Пусть система { }
0

( )n n
f x

∞

=
 порождена ограниченной по-

следовательностью kp , k N∈ . Тогда, если частичные суммы 1( )
kmS x− =  

1

0

( )
km

n n
n

a f x
−

=

= ∑  п.в. сходятся к некоторой функции ( )f x  и для некоторой 

последовательности νλ ↑ ∞  выполняется  

[ ){ }1lim mes 0,1 : sup ( ) 0
km

k
x S xν νν

λ λ−→∞
⋅ ∈ > = ,                           (9) 

то для всех n  имеют место 
1

0

lim ( ) ( )n na f x f x dx
νν λ→∞

 =  ∫ ,                                     (10) 

где 
( ),   когда ,

[ ( )]
0,  когда  | ( ) | .

g x | g(x)| λ
g x

g xλ λ
≤

=  >
 

В той же работе [2] приведен пример систем { }
0

( )n n
f x

∞

=
, порожденных 

неограниченной последовательностью kp , k N∈ , для которых теорема А 
неверна. 

Напомним, что функция g  называется A -интегрируемой на множе-
стве X , если 

{ }lim mes :| ( ) | 0x X g x
λ

λ λ
→∞

⋅ ∈ > =  

и существует предел 
lim [ ( )] : ( ) ( )

X X

g x A g x dxλλ →∞
=∫ ∫ . 

Оказывается, если требовать сходимость всей последовательности ча-
стичных сумм ( )nS x  и выполнение условия (9) для мажоранты всей после-
довательности частичных сумм ( )nS x , коэффициенты ряда (4) можно вы-
числить по формулам (10). А именно верна следующая теорема. 

Теорема 4. Если частичные суммы 
0

( ) ( )
m

m n n
n

S x a f x
=

=∑  п.в. сходятся к 

некоторой функции ( )f x  и для некоторой последовательности νλ ↑ ∞  вы-
полняется  

[ )
0

lim mes 0,1 : sup ( ) 0
m

n n
m n

x a f xν νν
λ λ

→∞ =

  ⋅ ∈ > = 
  

∑ ,                    (10) 

то для всех n  имеют место 
1

0

lim ( ) ( )n na f x f x dx
νν λ→∞

 =  ∫ .                                     (11) 

Эта теорема следует из более общей теоремы. 
Теорема 5. Если суммы , ( )k qS x  по мере сходятся к некоторой функ-

ции ( )f x  и для некоторой последовательности ∞↑νλ  выполняется 

[ ){ }*lim mes 0,1 : ( ) 0x S xν νν
λ λ

→∞
∈ > = ,                              (12) 
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то для всех n  имеют место формулы (11). 
Из этой теоремы следует  
Теорема 6. Если суммы , ( )k qS x  по мере сходятся к некоторой функ-

ции ( )f x  и выполняется 

  [ ){ }*lim mes 0,1 : ( ) 0x S x
λ

λ λ
→∞

∈ > = ,                                          (13) 

то для всех n  имеют место 
1

0

( ) ( ) ( )n na A f x f x dx= ∫ .                                      (14) 

Ясно, что если функция f  интегрируема по Лебегу, то в формулах 

(14) A-интеграл можно заменить интегралом Лебега, т.е. верна следую-
шая  

Теорема 7. Если суммы , ( )k qS x  по мере сходятся к некоторой инте-

грируемой по Лебегу функции ( )f x  и выполняется 

[ ){ }*lim mes 0,1 : ( ) 0x S x
λ

λ λ
→∞

∈ > = , 

то ряд (4) является рядом Фурье функции f  по системе { }
0n n

f
∞

=
. 

Из теорем 3 и 7 легко выводится 
Теорема 8. Для того чтобы ряд (4) был рядом Фурье интегрируемой 

функции f , необходимо и достаточно, чтобы суммы , ( )k qS x  по мере схо-

дились ( )f x  и выполнялось (12) для некоторой последовательности 

νλ ↑ ∞ . 
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Определяется новый метод суммирования рядов по системам Виленкина и 
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A new method of summation of series with respect to Vilenkin and Haar systems 
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