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Введение. Пусть 1 ,Dα /− < < +∞  – единичный круг комплексной 

плоскости ℂ  и последовательность { } , 0, 1,2,
n n
z D z n/⊂ ≠ = …  такая, что 

( )
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0

1
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n

z
α∞ +

=

− < +∞∑ .                                          (1)      

Бесконечное произведение { }( ); ,
n

B z z z D
α

/∈  М. М. Джрбашяна опре-

деляется следующим образом (см. [1], гл. IX): 
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В специальном случае 0α =  эти произведения превращаются в про-

изведения Бляшке (см. [1], с. 625): 
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В работе [2] доказано следующее утверждение о взаимосвязи между 

произведениями ( ), 1 0B
α

α− < <  и B . 

Теорема. Пусть 1 0α− < <  и последовательность { }nz D/⊂  удовле-

творяет условию (1). Тогда  
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где  

( ) ( )
( )1
2

1 1 , 1

1

S z z

z
α α

α
+

     = Γ + − <   −   

, 

( )ω θ  – некоторая невозрастающая функция ограниченной вариации на 

0,2π 
   . 

Отметим, что для любой функции ( )xω  из класса Ω  (см. [3], гл. 1) М. 

М. Джрбашяном также определены классы N
ω
 и произведения B

ω
. По-

добные классы и произведения определены и верхом полуплоскости  [4]. 

Как известно (см. [5], с. 54), для существования радиального предела 

произведения Бляшке в граничной точке ie ϕ  необходимо и достаточно 

чтобы в этой точке выполнялось условие Фростмана: 
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Для произведений ( )0
1 0B α− < <  доказано, что если имеет место ус-

ловие типа Фростмана (см. [6], с. 139) 
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то в граничной точке ie ϕ  существует конечный предел произведения B
α
. 
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Рассмотрим систему всех множеств { }B , измеримых по Борелю и ле-

жащих на 0,2π 
  

. Назовем мерой µ  всякую неотрицательную, вполне ад-

дитивную функцию множеств, определенную на { }β  и нормированную, т. 

е. ( )0,2 1µ π  =  
. Скажем, что мера сосредоточена на B , и запишем B≺µ , 

если ( ) 1Bµ = , т. е. если 
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Множество E , измеримое по Борелю, имеет положительную γ -

емкость ( )0 1γ< < , если найдется такая Eµ ≺ , для которой функция 
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остается равномерно ограниченной по x  при 1 0r → − , т. е. если при 

некоторой Eµ ≺  

( ) ( ){ }
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sup max ;
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≤ ≤≤ ≤
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Если же для любой меры Eµ ≺  ( )V
γ
µ = +∞  то скажем, что E  имеет γ -

емкость, равную нулю, и запишем 0cap E
γ

= . 

В работе [6] доказано, что если последовательность { }nz D/⊂  удовлет-

воряет условию (1) и имеет место ( )α+1 -условие типа Фростмана 

( )1 0α− < < , то везде на 0,2π 
  

 существуют конечные радиальные значе-

ния (отличные от нуля) произведения { }( );
n

B z z
α

, кроме некоторого мно-

жества 0,2E π ⊂   
, ( )1 α+ -емкость которого равна нулю: 

1
0cap E

α+ = . 

Более того, если точка i
z e

ϕ=  не является точкой сгущения для после-

довательности { }nz , то произведение { }( );
n

B z z
α

 непрерывно в некоторой 

окрестности точки i
z e

ϕ= . 
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Если последовательность { }nz D/⊂  удовлетворяет условию (1), то (см. 

[7]) для произведения Бляшке также везде на 0,2π 
  

 существует радиаль-

ный предел (по модулю равный единице) кроме некоторого множества E , 

для которого 
1

0cap E
α+ = . 

Класс ( )1U
α

α− < < +∞  можно определить (см. [1], с. 650) как мно-

жество всех тех функций ( ),u z z D/∈ , которые можно представить в следу-

ющем виде: 
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, 

( )ψ ϑ  – вещественная функция с конечным полным изменением на 0,2π 
  

. 

В работе [8] доказано, что если для некоторой точки , 0,2ie ο ϕ π ∈   
, при 

каком-либо , 1α α− < < +∞  выполняется условие 

( ) ( )
1

lim 1 0
i

z e

z u z d
ι

α+

→
− = > , 

где i
z e

ϕ→  по касательному к единичной окружности пути, то ( )u z  не 

принадлежит классу U
α
. 

Отметим, что это утверждение в специальном случае 0α =  доказано 

Нафталевичем [9]. 

Основные результаты. В этой работе доказаны следующие утвер-

ждения. 

Теорема 1. Пусть 1 0α− < < , последовательность { }nz D/⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна и ( )n r  – количество точек 
n
z , 

лежащих в круге 1z r≤ < . Тогда если 
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где ( )rλ  такая, что 

( )
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r
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= , 

то для любого значения , 0,2ϕ ϕ π ∈   
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Из теоремы 1 следует справедливость следующего утверждения. 

Теорема 2. Пусть 1 0α− < < , последовательность { }nz D/⊂  удо-

влетворяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна. Тогда, если для некоторого 

значения , 0,2ϕ ϕ π ∈   
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то существует последовательность { }kr  

1 2 1
0 1, 1

k k k k
r r r r r− →∞

< < < < < < < →… … , 

такая, что 
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k

k

c
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−

. 

Теорема 3. Пусть 1 0α− < < , последовательность { }nz D/⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна и z  стремится к граничной 

точке i
e
ϕ  касательным путем. Тогда 
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Следуя М. М. Джрбащяну (см. [2], с. 26), через Ω  обозначим класс 

функций ( )xω , удовлетворяющих следующим условиям: 
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 1) ( )xω  положительна и непрерывна на )0,1
 . 

 2) ( )0 1ω = , ( )
1

0

x dxω < +∞∫ . 

Докажем следующее утверждение. 

Теорема 4. Пусть 1 0α− < < , последовательность { }nz D/⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна, последовательность { }kr  

1 2 1
0 1, lim 1

k k kk
r r r r r
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< < < < < < < =… … , 

такая, что 
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Тогда 
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1
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= +∞∑ ∫ , 

где ( )xω  – любая неубывающая функция из класса Ω , такая, что 

( )
( )

1 0

1
r

r

r
α

ω

→ −
→ +∞

−
. 

С учетом теоремы 4 из теоремы 2 следует справедливость следую-

щего утверждения. 

Теорема 5. Пусть 1 0α− < < , последовательность { }nz D/⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна. Тогда если для некоторого 

значения , 0,2ϕ ϕ π ∈     
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где ( )xω  – любая неубывающая функция из класса Ω , такая, что 

( )
( )

1 0

1
r

r
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α

ω

→ −
→ +∞

−
. 

Далее нетрудно доказать  справедливость следушщего утверждения. 

Теорема 6. Пусть 1 0α− < < , последовательность { }nz D/⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна. Тогда если для некоторого 

значения , 0,2ϕ ϕ π ∈     

( )
{ }( )

{ }( )
1 ;
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;

i

n

z e
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B z z
z d

B z z
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α α+

↔
− = > , 

то точка i
e
ϕ  является точкой сгущения для последовательности { }nz . 

Теорема 7. Пусть 1 0α− < < , последовательность { }nz D/⊂  удовле-

творяет условию (1) Бляшке – Джрбашяна и E – множество тех точек   

, 0,2ie ϕ ϕ π ∈   
, для которых 

( )
{ }( )

{ }( )
1 ;

lim 1 log 0
;

i
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z e
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z d
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α α+

↔
− = > . 

Тогда 
1

0cap E
α+ = . 
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О граничных значениях частного произведений  
Джрбашяна и Бляшке 

 

Пользуясь аппаратом интегродифференцирования Римана – Лиувилля, М. М. 
Джрбашян обобщил класс мероморфных в единичном круге функций N  Р. 
Неванлинны, вводя в рассмотрение классы ( )1N

α
α− < < ∞ . Фундаментальную 

роль в этих исследованиях играют произведения B
α
, которые в специальном 
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случае 0α =  превращаются в произведения Бляшке. В настоящей статье 
исследуется граничное поведение частного произведений ( ), 1 0B

α
α− < <   и 

0
B B≡  

Бляшке. 
Ակադեմիկոս Վ. Ս. Զաքարյան, Ռ. Վ. Դալլաքյան 

 

Ջրբաշյանի և Բլյաշկեի արտադրյալների հարաբերության  

եզրային արժեքների մասին 

 

Օգտվելով Ռիման-Լիուվիլլի ինտեգրո-դիֆերենցման գաղափարից, Մ. Մ. 

Ջրբաշյանը ընդհանրացրել է Նևանլիննայի N  դասերը, ներմուծելով միավոր 

շրջանում մորոմորֆ ֆունկցիաների N
α

 դասերը: Այդ ուսումնասիրությունների մեջ 

էական դեր են խաղում B
α

 արտադրյալները, որոնք 0α =  մասնավոր դեպքում 

վերածվում են Բլյաշկեի արտադրյալների: Այս աշխատանքում հետազոտվում է 

Բլյաշկեի ( ), 1 0B
α

α− < <  և 
0
B B≡  արտադրյալների հարաբերության եզրային վարքը: 

 
Academician V. S. Zakaryan, R. V. Dallakyan 

 
On Boundary Properties of Partial Products  

of Djrbashyan and Blaschke 
 

Using the Riemann-Liouville integration-differentiation operator, M. M. 
Djrbashyan generalized the class of Nevanlinna’s meromorphic functions in the unit 

circle, introducing classes ( ), 1N
α

α− < < +∞ . ProductsB
α

, which in special case 

0α = coincide with the Blaschke product, play the essential role in these 
investigations. Boundary properties of partial products ( ), 1 0B

α
α− < <  and 

0
B B≡ - 

products Blaschke are investigated. 
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