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Начнем с напоминания о том, что ряд 
1

k
k

x
∞

=
∑  в некотором топологи-

ческом векторном пространстве называется условно сходящимся, если он 
сходится, но некоторая его перестановка расходится. 

Известно, что для того, чтобы действительный числовой ряд 
1

k
k

x
∞

=
∑  

представлял собой перестановку условно сходящегося ряда, необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялись условия 

1 1

lim 0, ,k k k
k

k k

x x x
∞ ∞

+ −

→∞ = =
= = =∞∑ ∑

                                    
 (1) 

где использованы следующие общепринятые обозначения:
 0

0 0,

a если a
a

если a
+ >

=  ≤
            

0

0 0.

a если a
a

если a
− − <

=  ≥
 

В настоящей заметке рассматривается вопрос – какое утверждение, 
аналогичное приведенному, имеет место для рядов в действительном гиль-
бертовом пространстве. 

Обозначим через ( ),x y  скалярное произведение векторов x  и y  в H . 

Справедлива следующая 
Теорема. Пусть H – действительное гильбертово пространство, 

,kx H∈  1,2,...k =  и ряд 
1

k
k

x
∞

=
∑  является перестановкой условно сходящегося 

ряда вH . Тогда существует вектор h H∈  с 1h =  такой, что проекции 

kx на h  образуют перестановку условно сходящегося числового ряда, т.е. 
выполняются равенства 
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( ) ( ) ( )
1 1

lim , 0, , , .k k k
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x h x h x h
∞ ∞

+ −

→∞ = =
= = =∞∑ ∑                            (2) 

Доказательству теоремы предпошлем две леммы. 
Лемма1. Пусть H – действительное гильбертово пространство ,ky  

1,2,..k = . Последовательность векторов H  такая, что 
2

1
k

k

y
∞

=
=∞∑ . 

Тогда для любого 0M >  найдется конечная система векторов { }
1
,...,

sk ky y  

такая, что 

1

.
i

s

k
i

y M
=

>∑  

Доказательство. Возьмем натуральное число N  настолько большим, 
чтобы 

2 2

1

4 .
N

k
k

y M
=

>∑                                                (3) 

Далее построим последовательность чисел , 1,2...,k k Nε =  следующим об-

разом. Положим 1 1ε =  и для каждого 1 k N< ≤  

( )

( )

1

1

1

1

1 , 0

1 , 0.
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∑
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Тогда будем иметь 

( )
1

1

, 0 2,..., .
k

i i k k
i

y y k N
−

=

ε ε ≥ =∑
                                  

(4)
 

Далее из (3), (4) и очевидного тождества 

( )
2 1

2

1 1 1 1

2 ,
N N N k

k k k i i k k
k k k i

y y y y
−

= = = =
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легко следует неравенство 

1

2 .
N

k k
k

y M
=

ε >∑                                                (5) 

Неравенство (5) можно переписать в виде 
/ // 2 ,k ky y M− >∑ ∑                                          (6) 

где под знаком суммы /∑  стоят слагаемые k kyε  с 1kε = , а под знаком 
/ /∑ – слагаемые с 1kε = − . Очевидно, одна из этих сумм будет искомой. 

Следствие. Если ряд 
1

k
k

y
∞

=
∑  векторов гильбертова пространства H  

расходится, то для любого 0M >  найдется такая конечная система 

{ }
1
,...,

sk ky y  членов ряда, что 
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1

.
i

s

s
i

y M
=

>∑  

Лемма 2. Пусть в гильбертовом пространстве H  задан условно схо-
дящийся ряд 

1

.k
k

x
∞

=
∑                                                  (7) 

Тогда существует возрастающая последовательность натуральных чи-

сел { } 1i i
n

∞

=
, удовлетворяющая условиям: 

а) существует число 0L >  такое, что 

1

, 1,2,...;
in

k
k

x L i
=

≤ =∑                                          (8) 

б) для каждого i  сумму 
1

1

i

i

n

k
k n

x
+

= +
∑  можно разбить на две части без общих 

слагаемых 
1

/ / /

1

i

i

n

k k ki i
k n

x x x
+

= +
= +∑ ∑ ∑                                           (9) 

так, что 
/ / /

,k ki i
x x → ∞∑ ∑     при   .i → ∞                              (10) 

Доказательство. По условию ряд (7) сходится. 
Поэтому последовательность его частных сумм ограничена. Пусть 

1

sup .
N

k
N k

L x
=

= ∑                                              (11)  

Пусть σ – такая перестановка натуральных чисел, что ряд 

( )
1

k
k

x
∞

σ
=
∑                                                    (12) 

расходится. 
Далее с помощью индукции будут построены три последовательности 

натуральных чисел { } { } { }, ,i i ip q n  и последовательность конечных систем 

натуральных чисел { }:i
i j i iM k p j q= ≤ ≤  таких, что выполняются условия 

(13)–(16): 

1, 1,2,...,i i ip q p i+< < =                                         (13) 
( ){ }max : ,i

i j i in k p j q= σ ≤ ≤
                                   

(14)
 

( ){ }1
1 1min : ,i

j i i ik p j q n+
+ +σ ≤ ≤ >                                  (15) 

( ) ( )2 1 .
i

i
j

i

q

k
j p

x i L
σ

=

> +∑
                                        

(16)

 
Опишем процесс построения указнных последовательностей. 
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Так как ряд (12) расходится, то согласно следствию из леммы 1 суще-

ствуют натуральные числа 1 1 1,p q p>  и система векторов ( ){ }1 1 1:
jk

x p j q
σ

≤ ≤  

такие, что 

( )
1

1 2 ;
j

i

q

k
j p

x L
σ

=

>∑                                              (17)  

 после чего положим 

( ){ }1
1 1 1max : .jn k p j q= σ ≤ ≤                                    (18) 

Далее приведем следующий шаг построения. 
Согласно тому же следствию из леммы 1 возьмем числа 2 1,p q>  

2 2q p>  и систему векторов ( ){ }2 2 2:
jk

x p j q
σ

≤ ≤  такие, что выполняются 

условия 

( ){ }2
2 2 1min :jk p j q nσ ≤ ≤ >                                     (19) 

и 

( )
2

2

2

4 ;
j

q

k
j p

x L
σ

=

>∑
                                            

 (20) 

после чего положим

 ( ){ }2
2 2 2max : .jn k p j q= σ ≤ ≤

                                  
(21)

 
И так далее. В результате неограниченного продолжения описанного 

процесса мы получим требуемые последовательности 

{ } { } { }1 1 1
, ,i i ii i i

p q n
∞ ∞ ∞

= = =
 и { } 1i i

M
∞

=
. 

Теперь докажем, что последовательность { } 1i i
n

∞

=
 удовлетворяет усло-

вию б) леммы 2. 
Введем обозначения 

( )
( )

1

11

, V , .
i i

i
j

i i i
i
j

n q

i k i i kk
k j p n k n

k k

U x x W x
−

−
σ

= = < ≤
≠σ

= = =∑ ∑ ∑                            (22) 

Тогда 
1

V
in

k i i i
k

x U W
=

= + +∑   и выполняются неравенства 

( )V , , V 2 1 .i i i i iU W L U L i L+ + < < > +                        (23) 

Из (11), (16) и (23) получаем 
( ) ( )V V 2 1 2 1 ,i i i iU U i L L i L+ ≥ − ≥ + − = +                      (24) 

( )
( ) ( ) ( )

V V

V V 2 1 2 1 .

i i i i i i

i i i i i

W U U W

U U W i L L i L

= + − + + ≥

≥ + − + + ≥ + − = +
                  

(25)

 
Остается положить 

/ / /
V ,k i i k ii i

x U x W= + =∑ ∑                                  
 (26) 

и применить (24) и (25). Лемма 2 доказана.
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Доказательство теоремы. По теореме Алаоглу о слабой компактно-
сти единичного шара в сопряженном пространстве из последовательности 

i

i

W

W
 можно выделить подпоследовательность ik

ik

W

W
, которая слабо сходит-

ся к некоторому вектору h  с 1h = . 

Таким образом, для каждого x H∈  

( ), ,ik

ik

W
x h x

W

 
→  

 
     при     k → ∞ .                             (27) 

Полагая x h= , из (27) получим 

2
, 1.ik

ik

W
h h

W

 
→ =  

                                          

(28) 

Из (28) следует, что для достаточно больших k  имеет место неравен-
ство 

1
,

2
ik

ik

W
h

W

 
>  

 
, 

откуда в силу (25) получим 

( ) 1
, .

2ik ik kW h W i L≥ ≥                                           (29) 

Далее из (23) в силу неравенства Шварца получаем 
( ) ( ) ( )V , V , , ,i i i i i iU W h U h W h L+ + = + + <

                         
(30) 

откуда в силу (29)
 ( ) ( ) ( )V , , 1 .

k k ki i i k kU h L W h L i L i L+ = − < − = − −                      (31) 

Теперь из (26), (29) и (31) имеем 

( ) ( )

( ) ( )

/

1 1

//

1 1

, , ,

, , ,

k ki
k i

k ki
k i

x h x h

x h x h

∞ ∞
− −

= =

∞ ∞
+ −

= =

≤ = −∞

≥ = +∞

∑ ∑∑

∑ ∑∑
 

что и требовалось. Теорема доказана.

 

В заключение приведем один пример, относящийся к рассмотренней 
выше теме. 

Возьмем два числовых ряда 
1

k
k

a
∞

=
∑  и 

1
k

k

b
∞

=
∑  таких, что каждый из них 

имеет сходящуюся перестановку, но нет одной общей перестановки, при 
которой они оба переходят в сходящиеся ряды. Можно взять, например, 

( ) ( )1 1
1 3 1 1

, .
2

k k

k ka b
k k

+ +− − +
= =  

Построим в 2l  ряд 
1

k
k

x
∞

=
∑  следующим образом. Положим 

, , , , , ,... 1,2,...
2 2 3 3
k k k k

k k k

a b a b
x a b k

 = = 
 
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Пусть { } 1i i
e

∞

=
 – стандартный ортонормальный базис в 2l . Очевидно, 

что при каждом 1,2,...i =  справедливы равенства 

( ) ( ) ( )
1 1

lim , 0, , ,k i k i k ik
k k

x e x e x e
∞ ∞

+ −

→∞ = =
= = = ∞∑ ∑ , 

откуда следует, что проекции ряда 
1

k
k

x
∞

=
∑  на любую координатную ось в 2l  

либо сходятся, либо являются перестановками сходящегося ряда, но сам 
ряд в любом порядке членов расходится в 2l .  
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On Conditionally Convergent Series in Hilbert Space 
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