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1. Постановка задачи. Рассмотрим колебания и устойчивость коак-
сиальной системы двух цилиндрических оболочек конечной длины l , 
когда область между оболочками (зазор) частично заполнена несжи-
маемой жидкостью глубины b  ( )b l≤ . Будем пользоваться цилиндри-
ческими координатами ( , , )rα θ , совместив полярную ось α  с осью обо-
лочек. Предполагается, что та часть поверхности указанной области, ко-
торая находится на плоскости 0α = , является неподвижной (жёсткое 
днище). 

Принимаются следующие предположения: 
а) гипотеза Кирхгофа – Лява о недеформируемых нормалях; 
б) общеизвестные упрощения теории оболочек с большим показате-

лем изменяемости; 
в) жидкость между оболочками совершает потенциальное движение; 
г) волновое движение на свободной поверхности жидкости слабо вли-

яет на колебание оболочки. 
На основе принятых предположений система уравнений колебания 

оболочек имеет вид [12]: 
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причем индекс 1i =  относится к внутренней оболочке, а 2i = – к внешней. 
В системе (1.1) iw  – прогиб, iΦ  – функция напряжений, iR  – радиус, 

ih  – толщина, iE  – модуль упругости, iν  – коэффициент Пуассона, iε  – 
коэффициент линейного затухания, iρ  – плотность материала i -той обо-

Հատոր 
Том 

Volume 
115 2015 № 3 



 210 

лочки, iZ  – нормально приложенная внешняя нагрузка, ∆  – двумерный 
оператор Лапласа. В случае рассматриваемой задачи для iZ  имеем [6-8, 
13]: 
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Здесь 0Z  – возмущённое давление жидкости, g  – ускорение силы 
тяжести, 0ρ  – плотность жидкости. 

Из интеграла Коши – Лагранжа имеем следующие формулы опре-
деления возмущенного движения жидкости на стенках оболочек: 
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                                          (1.3) 

где ϕ  – потенциальная функция возмущённого движения жидкости, 

удовлетворяющая уравнению 
2 2 2
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                                 (1.4) 

в области, занятой жидкостью, следующим краевым условиям на грани-

це этой области: 
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r t

ϕ ∂∂ =
∂ ∂

      при ir R=       ( )1,2i = ,                          (1.5) 

0
ϕ
α

∂ =
∂

      при 0α = ,                                          (1.6) 

и согласно последнему предположению следующему условию на сво-

бодной поверхности жидкости [5-8, 13]: 

0
t

ϕ∂ =
∂

 при bα = .                                           (1.7) 

Таким образом, задача колебания рассматриваемой гидроупругой си-
стемы сводится к совместному решению двумерных дифференциальных 
уравнений (1.1) в области ( 0 lα< < , 0 2θ π≤ ≤ ) с трехмерным уравнением 
(1.4) в области (0 bα< < , 1 2R r R< < , 0 2θ π≤ ≤ ) при граничных условиях 
(1.5)-(1.7). Граничными условиями задачи, кроме (1.5)-(1.7), будут также 
обычные условия закрепления краев оболочки 0α =  и lα = . 

2. Сведение к задаче колебания, описываемой системой обыкно-
венных дифференциальных уравнений. Для определения функции φ , 
как это следует из (1.6), необходимо определить радиальные скорости то-
чек поверхностей оболочек. Поэтому прежде всего обсудим вопрос о фор-
мах колебания оболочек. 

Предположим, что оболочки шарнирно опёрты по торцам. Тогда ре-
шение системы (1.1), удовлетворяющее известным условиям шарнирного 
опирания, запишем в форме 
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где ( )s m s lλ π= + , m  – число полуволн изогнутой поверхности вдоль об-

разующей, n  – число волн в окружном направлении, ( ) ( )i
sW t  и ( ) ( )i

s tΦ  – 

искомые функции. 

Исходя из (2.1) гармоническую функцию φ  представим в виде 
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где nI , nK  – функции Бесселя чисто мнимого аргумента первого и вто-

рого рода, 
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nJ , nY  – функции Бесселя действительного аргумента первого и второго 

рода порядка n ; sA , sB , jC , jD  – некоторые величины, которые опреде-

ляются из поверхностных условий (1.5)-(1.7); njα – корни следующего 

трансцендентного уравнения: 

2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0n nj n nj n nj n njJ R Y R J R Y Rα α α α′ ′ ′ ′− = .                      (2.4) 

В (2.3) и (2.4) и в дальнейшем 
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Подставляя (2.1) и (2.2) в граничные условия (1.5)-(1.7) и учитывая 

(2.4), путем ортогонализации получим следующие выражения для неиз-

вестных sA , sB , jC , jD : 
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В силу (2.5) и представления (2.2) из (1.3) находим следующие вы-

ражения для возмущённого давления жидкости на стенках оболочек: 
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( 1,2p = ; 11p
pr δ= + , ijδ  – символ Кронекера). 

Подставляя (2.1) во второе уравнение (1.1), для искомых функций 
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Таким образом, все искомые величины выражаются через функции 
( ) ( )i

sW t  и ( ) ( )i
s tΦ .  

На основе вариационного метода Бубнова – Галеркина, с учетом 

(1.2), (2.1), (2.6) и (2.7), из первого уравнения (1.1), для определения 
( ) ( )i
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s tΦ  получим следующую систему обыкновенных дифферен-

циальных уравнений: 
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где 1Ω ( , )k n  и 2Ω ( , )k n  – частоты собственных поперечных колебаний вну-

тренней и внешней оболочек соответственно, ( )i
ksb  – коэффициенты гидро-

статического давления жидкости, ( ) )( s,km i
p  – коэффициенты присоеди-

нённых масс. 

3. Определение частот свободных колебаний гидроупругой сис-
темы. В дальнейшем ограничимся рассмотрением случая одночленной 
аппроксимации ( 0s = ), когда внутренняя оболочка является абсолютно 
жесткой. Заметим, что sλ  при 0s =  зависит от m  и равняется /m lπ . Поэ-
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Формула (3.4) получена с использованием формулы вида 
2
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Когда затухание достаточно мало 2 Ωmnε << , из уравнения (3.1) для ча-
стот колебаний гидроупругой системы получим 
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m n B

M m n
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На основе этой формулы с учетом (3.2)-(3.5) произведено вычисление зна-
чений частот колебаний гидроупругой системы в случае “дюралюмини-
евая оболочка – вода”.  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 1. 
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8=l м 
Рис. 2. 
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8=l м 6=l м 
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Тогда 5100tc = м/с, 0 2.7ρ ρ = , 0.3ν = . Для выявления гидростатического 

давления жидкости (влияния члена mnB  в (3.5)) на частоту колебаний при-

ведены численные расчеты при 1m = , 1 2R = м, 2 3R = м, 3
2 10h −= м и раз-

личных n  и l . Результаты расчета представлены на рис. 1 и 2. Нижние 
кривые (при каждом l ) построены при 0mnB =  в (3.5). Приведенные рисун-
ки показывают, что при 5n >  и 2/l R  заметно больше единицы учет гидро-
статического давления приводит как к количественному (частота колеба-
ний существенно увеличивается), так и качественному изменению (суще-
ствует точка минимума) частот гидроупругих колебаний. Если же наруша-
ются указанные условия, то влияние гидростатического давления не явля-
ется существенным. В зависимости от m  на графике функции ( / )b lω  могут 
появляться осциляции с мелкими амплитудами, что показано на рис. 3, 
который построен при 1n = , 6l = м, 2 3R = м, 1 2R = м, 2

2 10h −= м и раз-
личных m . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Для исследования влияния толщины жидкого слоя на частоты колеба-

ния приведены численные расчеты при 1n = , 1m = , 3l = м, 3
2 10h −= м, 

2 1R = м и различных 1R . Результаты расчета представлены на рис. 4, кото-
рый показывает, что зависимость ω  от толщины жидкого слоя является 
монотонно возрастающей функцией.  

На рис. 5 приведена зависимость ω  от n  при 1m = , 4l = м, 1 1R = м, 

2 2R = м, 3
2 10h −= м и различных b l . Рисунок показывает, что частота ко-

лебаний имеет минимум от n , аналогично случаю отсутствия жидкости. С 
увеличением b l  как число волн по окружности, при котором ω  имеет  

Рис. 4.  

9801 .R = м 

801 .R = м 

0101 .R = м 

Рис. 3.  

12=m  

2=m  

1=m  
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минимальное значение, так и минимальные значения ω  уменьшаются.  

Исследование выполнено при финансовой поддержке ГКН МОН 

РА в рамках научного проекта № SCS 13-2C243. 
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Академик Г. Е. Багдасарян, С. Л. Саакян 

Вопросы колебания коаксиальных цилиндрических оболочек, 
частично заполненных жидкостью 

 

В линейной постановке рассмотрены вопросы колебаний изотропной ко-

аксиальной круговой цилиндрической оболочки конечной длины при абсо-

лютно жестком включении, когда область между оболочкой и включением (за-

зор) частично заполнена несжимаемой жидкостью. Исследовано влияние глу-

бины заполнения и толщины зазора на частоты колебаний рассматриваемой 

гидроупругой системы, исследовано также влияние гидростатического давле-

ния и формы колебания оболочки на процесс колебаний. 

 

Ակադեմիկոս Գ. Ե. Բաղդասարյան, Ս. Լ. Սահակյան  

Համառանցք գլանային թաղանթների տատանման հարցեր, երբ նրանցով 

սահմանափակված տիրույթը մասնակիորեն լցված է հեղուկով 

 
Գծային դրվածքով դիտարկված են վերջավոր երկարությամբ իզոտրոպ գլանային 

թաղանթի տատանման հարցերը բացարձակ կոշտ համառանցք ներդրակի դեպքում, 

երբ նրանցով սահմանափակված տիրույթը մասնակիորեն լցված է անսեղմելի իդեա-

լական հեղուկով: Ուսումնասիրված են լցված հեղուկի շերտի խորության և լայնության 

Рис. 5. 
 

1=lb  

0=lb  40.lb =  

20.lb =  
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ազդեցությունները դիտարկվող հիդրոառաձգական համակարգի տատանումների հա-

ճախականությունների վրա: Ուսումնասիրված են լցված հեղուկի շերտի խորության և 

լայնության ազդեցությունները դիտարկվող հիդրոառաձգական համակարգի տատա-

նումների հաճախականությունների վրա: Հետազոտված են նաև հիդրոստատիկ ճընշ-

ման և թաղանթի տատանումների ձևի ազդեցությունները տատանողական պրոցե-

սում: 
 
 

 
Academician G. Ye. Baghdasaryan, S. L. Sahakyan 

Problems of Vibration of Coaxial Cylindrical Shells with a Gap 
Partially Filled with Fluid 

 
The problem of vibrations of isotropic coaxial circular cylindrical shells of finite 

length with an absolutely rigid inclusion in linear statement, when the region between 
the shells (the gap) is partially filled with an incompressible fluid, is considered. The 
dependence of the vibration frequency on the depth of the filling and the thickness of 
the gap of the considered hydro-elastic system is investigated. The effects of hydrostatic 
pressure and the form of vibration of shell on the process of vibration are also studied.  
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