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Обычно в классической теории пластин в законе деформации–на-

пряжения Гука пренебрегается напряжением zσ , а потом определяются 

связи напряжения ( ),x yσ σ –деформации ( ),x yε ε . Этот подход, по-видимо-

му, для разномодульной теории не подходит, так как знаки напряжений 
должны быть известны заранее. В классической теории имеется альтерна-
тивный подход, который используется редко. В этом случае закон Гука 
берется в виде связей напряжения–деформации. Затем в выражении связи 
для zσ  с деформациями принимается 0zσ = , отсюда через ,x yε ε  опре-

деляется zε  и подставляется в выражения для ,x yσ σ . В классической 

теории пластин оба эти подхода дают идентичный результат. Для разно-
модульной теории пластин второй подход представляется более естест-
венным. 

1. Рассматривается тонкая пластинка постоянной толщины h , на 
которую действует поперечная нагрузка ( ),q x y . 

Предполагается, что слой пластинки 20 z h< ≤  растягивается, так как 
нагрузка приложена на плоскости 2z h= , а слой 1 0h z− ≤ <  сжимается (см. 

[1], с.70). При условии 1 2h h h= +  толщины 1 2,h h  будут искомыми величи-

нами. Очевидно, что для сжимаемого слоя с индексом „2” имеют место 
условия     

( ) ( ) ( )2 2 20, 0, 0.x y zσ < σ < σ <                                    (1.1) 

Тогда закон Гука в этой области по разномодульной теории упругости 
должен иметь вид [2] 
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В растянутой области имеем ( )1 0h z− ≤ <  
(1) (1) (1)0, , 0.x y zσ > σ σ <                                           (1.3) 

Следовательно, согласно разномодульной теории упругости 
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Согласно допущению гипотезы Кирхгофа в третьем равенстве (1.2) прини-

мается ( )2 0zσ =  и для zε  имеем 

( )
1

z x y
v

v

−

−ε = − ε + ε
−

.                                      (1.5) 

Подстановка (1.5) в первые два равенства из (1.2) приводит к выражениям 
для основных напряжений теории пластин 
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В (1.6) приняты обозначения 
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Для модуля сдвига 2G  естественно принять 

( )2 .
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В случае растянутого слоя ( )1 0h z− ≤ < , полагая ( )1 0zσ =  в (1.4), получим zε  

в виде (1.5). Подстановка (1.5) в первые два выражения (1.4) дает 
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где 
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1G – модуль сдвига, который будет определен в дальнейшем.     

Нетрудно заметить, что в случае равномодельной теории упругости выра-
жения (1.9) совпадают с допущением гипотезы Кирхгофа для основных 
напряжений. 

2. Как и в классической теории пластин, принимается второе допу-
щение гипотезы Кирхгофа [2, 3]. При этом учитывается, что в плоскости 

0z =  продольные перемещения равны нулю ( )0, 0x yσ = σ =  

                                             , , ,y z
w w

z u z u w
x y

∂ ∂− = − =
∂ ∂

                                 (2.1) 

где w  является функцией координат ,x y . 
     Используя связи деформации–перемещения, с учетом (2.1) получаются 
выражения для основных напряжений теории пластин через перемещения 
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Третье допущение гипотезы Кирхгофа – это осереднение уравнений 
равновесия. 

Осередненные уравнения равновесия получаются обычной процеду-
рой для каждого слоя в отдельности 
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Здесь знак „+” относится к растянутому слою ( )1i = , знак „–” к сжи-

маемому слою ( )2i = . Величины ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 , 0 , 0i i i
zx zy zε τ σ  являются искомыми 

и должны удовлетворять условиям непрерывности при 0z = , 
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     С учетом (2.2) и (2.4) из первого уравнения системы (2.3) следует 
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     Для выполнения условия непрерывности касательных напряжений 
( ) ( ) ( )20 0i
zx zxε = ε =                                            (2.6) 

достаточно, чтобы имели место равенства 
2 2

1 1 2 2 2 2 1 1, 2 2E h E h v v= + γ = + γ .                                (2.7) 
Первое равенство из (2.7) приводится в [2] в задаче чистого изгиба разно-
модульной балки и вместе с условием 1 2h h h= +  определяет положение 
нейтральной плоскости пластинки. Из второго равенства (2.7) получается 
выражение для модуля сдвига 1G  
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Аналогично, рассматривая второе уравнение из системы (2.3) при 1,2i =  

и требуя выполнения условия непрерывности zyε  при 0z = , получаем то 

же условие (2.7). 
Согласно (2.2) для моментов, входящих в систему (2.3), 
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С учетом (2.3), из последних уравнений системы (2.3) определяются 
части перерезывающих сил ( )2 1i iv + γ =  
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Подстановка (2.10) в третье и четвертое уравнения системы (2.3) и 
использование условия непрерывности нормального напряжения 

( ) ( ) ( ) ( )1 20 0z zσ = σ                                            (2.11) 

приводят к уравнению для искомой функции прогиба 

( )2 , .D w q x y∆ =                                          (2.12) 

В этом случае жесткость пластинки определяется формулами 
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В частном случае классической теории (2.13) совпадает с жесткостью 
изгиба классической теории пластин. 

3. Нетрудно заметить, что граничные условия закрепленного края и 
свободного опертого края при constx =  будут 
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x
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∂

,                                         (3.2)  

т.е. такими же, что и в классической теории пластин. 
Граничные условия свободного края будут сложными 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
1 1 1 10 , 0,M M N N+ = + =ɶ ɶ                                (3.3) 

где ( ) ( )1 2
1 1,N Nɶ ɶ  – обобщение перерезываюго усилия. 
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