
 331

Հ Ա Յ Ա Ս Տ Ա Ն Ի  Գ Ի Տ Ո Ւ Թ Յ Ո Ւ Ն Ն Ե Ր Ի  Ա Զ Գ Ա Յ Ի Ն  Ա Կ Ա Դ Ե Մ Ի Ա  
Н А Ц И О Н А Л Ь Н А Я  А К А Д Е М И Я  Н А У К  А Р М Е Н И И  
N A T I O N A L  A C A D E M Y  O F  S C I E N C E S  O F  A R M E N I A  
Д О К Л А Д Ы           Զ Ե Կ Ո Ի Յ Ց Ն Ե Ր               R E P O R T S  

МАТЕМАТИКА 
УДК 517.51 
 

Академик Г. Г. Геворкян, К. А. Керян 

Об общей системе Франклина на 1R  
(Представлено 15/III 2013) 

 
     Ключевые слова: общая система Франклина,безусловная базисность, 
сходимость. 
 

     В 1928 г. Франклин [1] построил первый пример полного ортонорми-
рованного базиса в [0,1]C , состоящего из кусочно-линейных непрерывных 
функций. Эту систему в математической литературе называют системой 
Франклина. Ее систематическое изучение начато Чисельским [2, 3]. Далее 
эта система оказалась очень полезной при решении разных задач. В 
частности, Чисельский [4] построил базис в (1) 2( )C I . С применением систе-
мы Франклина С. В. Бочкарев [5] построил первый пример базиса в про-
странстве функций, аналитических в единичном круге = { :| |< 1}D z z    и 
непрерывных до границы, тем самым решив проблему, сформулирован-
ную Банахом. В 1982 г. Войташчик [6] доказал, что классическая система 
Франклина является безусловным базисом в действительном пространстве 
Харди [0,1]1H . До этого в 1980 г. [7] было доказано лишь существование 
безусловного базиса в 1[0,1]H . 
     Стромберг [8] построил аналог системы Франклина на действительной 
оси R следующим образом. Пусть 0 = { : } {0} { / 2 : }R n n N n n N       

1/2 0= {1/ 2}R R   , где N  – множество натуральных чисел. Через 0S  и 1/2S  
обозначим множества непрерывных и кусочно-линейных функций из 

2 ( )L R , соответственно, с узлами из 0R   и .1/2R  Существует единственная 
функция 1/ 2f S  со свойствами: f  ортогональна 0S , 2|| || 1f   и (1 / 2) > 0.f  
Далее полагается /2( ) = 2 (2 )j j

jkf x f x k , ,j k Z , где Z  – множество целых 
чисел. Стромберг [8] доказал, что система Zkjjk xf ,)}({  является полной 
ортонормированной системой в 2 ( )L R , а также безусловным базисом в  

),(RLp 1 < < .p   Эта система не может быть базисом в 1( )L R , так как 

( ) = 0
R

f t dt . 
     В настоящей работе с применением метода построения общей системы 
Франклина строится полная ортонормированная система из непрерывных 
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и кусочно-линейных функций. Без доказательства приводятся некоторые 
свойства этой системы. Оказывается, что она является базисом в )(1 RL , 
безусловным базисом в ),(RLp <<1 p  и обладет некоторыми базисными 
свойствами в )(RC . Но сначала приведем определение общей системы 
Франклина. 
     Последовательность (разбиение) = { : 0}nT t n   называется допустимой, 
если 0=0t , 1 = 1t , (0;1)nt  , 2n  , T  всюду плотно в [0;1]  и каждая точка 

(0;1)t  встречается в T не более чем два раза. 
     Для допустимой последовательности 0}:{= ntT n  и 2n  обозначим 

}0:{= nitT in  . Пусть n  получается из nT  неубывающей переста-
новкой: 1},,0:{= 1   nin

i
n
i

n
in  .= nn T  Через nS  обозначим про-

странство функций, определенных на [0;1] , которые непрерывны слева, 
линейны на );( 1

n
i

n
i   и непрерывны в n

i , если n
i

n
i

n
i 11 <<   . Поскольку 

1= ndimSn  и nn SS 1 , то существует (с точностью до знака) единст-
венная функция nSf  , которая ортогональна 1nS  и  .1|||| 2f  Эту функ-
цию называют n -й функцией Франклина, соответствующей раз биению 
T . Известно, что ( ) 0nf t  . Поэтому полагают ( ) > 0nf t . 
     Общая система Франклина { ( ) : 0}nf x n  , соответствующая разбиению  
T , определяется по правилу 0 ( ) = 1f x , 1( ) = 3(2 1)f x x  и для 2n    функ-
ция ( )nf x  это n -я функция Франклина, соответствующая разбиению T . 
     Если последовательность T  диадическая, т.е. 1

2 1=
2n k

mt 

 , где = 2kn   
m , 1 2km  , = 0,1, 2,...k , то соответствующая ей система – классическая 

система Франклина, введенная в работе [1]. 
     Исследование общей системы Франклина было начато в работе [9], где 
доказано, что если ряд 

=0
( )n nn

a f x  является рядом Фурье интегрируемой 
функции f , то   

| ( ) | ( , ),nS x C M f x   
где 

=0
( ) = ( )n

n k kk
S x a f x  – частичная сумма ряда Фурье–Франклина, а 

( , )M f x  – максимальная функция Харди – Литлвуда функции f . 
     Оказалось, что многими важными свойствами классической системы 
Франклина обладает также общая система Франклина. В частности, Г. 
Геворкяном и А. Камонт [10] доказано, что общая система Франклина 
является безусловным базисом в пространствах [0,1]pL , 1 < < .p   До это-
го в работах [11, 12] была доказана безусловная базисность общей систе-
мы Франклина при некоторых дополнительных условиях на регулярность 
и структуру разбиения отрезка [0,1],  порождающую общую систему 
Франклина. Безусловная базисность классической системы Франклина 
доказана С.В. Бочкаревым [13]. 
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     В работах [10,11,14,15] исследованы другие свойства системы Фран-
клина. При этом найдены необходимые или достаточные условия на по-
следовательность T для сохранения того или иного свойства классической 
системы Франклина для общей системы Франклина. 
     Теперь введем понятие общей системы Франклина на R  .  
     Определение 1. Последовательность (разбиение) = { : 0}nT t n   назы-
вается допустимой на R , если T  всюду плотно в R  и ji tt  , когда ji  .  
     Пусть = { : 0}nT t n   – допустимая последовательность на R . Для 2n   
обозначим = { : 0 }n iT t i n  . Допустим, что n  получается из nT  неубыва-
ющей перестановкой: 1= { : ,0 1},n n n

n i i i i n         = .n nT  Тогда через nS   
обозначим пространство непрерывных на R функций f  с носителем в 

];[ 0
n
n

n   и линейных на каждом отрезке ];[ 1
n
i

n
i  , 10,1,...,= ni . Очевидно, 

что 1=dim nSn  и .1 nn SS  Поэтому для 2>n  существует (с точностью 
до знака) единственная функция nSf  , которая ортогональна 1nS  и 

1|||| 2f . Эту функцию назовем n -й функцией Франклина на 1R , соответ-
ствующей разбиению T . 
     Определение 2. Общая система Франклина на 1R  { ( ) : 2}nf x n  , соот-
ветствующая разбиению T , определяется по правилу: )(2 xf  это норми-
рованный в 2 ( )L R B -сплайн, соответствующий точкам ,,, 210 ttt  и для 

3n  функция )(xfn  является n -й функцией Франклина, соответствую-
щей разбиению T . 
     Из всюду плотности на R  последовательности T  следует, что 

2 nn
S

U  
всюду плотно в ),(RLp   <1 p . Поэтому система =2{ ( )}n nf x   полна в 

( ),pL R   <1 p . Для ядра Дирихле  

=2
( , ) = ( ) ( )

n

n k k
k

K x t f t f x  

имеют место следующие оценки:  
| ( , ) |nR
K x t dt C  

для некоторой постоянной > 0C  и  

| |>
| ( , ) | = 0,lim nx tn
K x t dt


  

для любых фиксированных > 0, .X R è  
     Применяя эти оценки, нетрудно вывести следующие теоремы.  
     Теорема 1. Для любой функции ( )f C R  с компактным носителем час-
тичные суммы ( , )nS f x  ряда Фурье по системе =2{ ( )}n nf x   равномерно схо-
дятся к )(xf  на R .  
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     Теорема 2. Пусть = { : 0}nT t n   допустимая последовательность на 
R , тогда соответствующая ей система 

2=)}({ nn xf  является базисом в 
( )pL R  для .<1  p    

     Еще раз отметим, что система Стромберга Zkjjk xf ,)}({  не является ба-

зисом в 1( )L R , поскольку ( ) = 0,jkR
f x dx  , .j k Z   

     Неизвестно, существует ли одноиндексная нумерация системы  
Zkjjk xf ,)}({ , при которой частичные суммы ряда Фурье–Стромберга не-

прерывной функции с компактным носителем локально равномерно схо-
дятся. 
     Пусть )(x  четная, возрастающая на )[0,  функция. Обозначим 

        xcxfRCfRC   :  для некоторого  > 0c  и }.x R   
     Последовательность построим следующим образом. Положим 0 = 0t , 

1 = 1t  , 2 = 1.t На втором шаге добавим точки 3 = 2t  , 4
1= ,
2

t   5
1=
2

t , 6 = 2t . 

На n -м шаге 
2 1

= ,nt n


  а потом последовательно слева направо добавим 
средние точки интервалов, полученные точками, определенными до n -го 
шага, и положим 12 2

=nt n 
. Так, продолжая до бесконечности, получим 

последовательность T , которая будет всюду плотной на .R  Пусть 


2=)}({ nn xf  – система Франклина, соответствующая построенной последо-
вательности T . Тогда имеют место следующие теоремы. 
     Теорема 3. Пусть  

  .0
2

lnlim 
 nn

n  

Тогда для любой функции )(RCf   частичные суммы ),( xfSn  ряда 
Фурье–Франклина функции f  локально равномерно сходятся к ( ).f x   
      Теорема 4. Если  

  ,0
2

lnlim  nn
n  

то существует функция ( ),f C R  для которой ( , )nS f x  не сходятся к 
( )f x  в некоторых точках.  

     Рассмотрим последовательность ,T  построенную тем же алгоритмом, 
что и ранее, с той разницей, что на n -м шаге добавлены точки 

12 1 2 2
= , = ,n n n nt t  
  где последовательность .n    Тогда для системы 

Франклина, соответствующей этой последовательности, имеет место сле-
дующая  
     Теорема 5. Для любой функции )(RCf   частичные суммы соот-
ветствующего ряда Фурье будут сходиться к )(xf , если  

   1lim 0.
2

n n n
nn

   




  
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Методами работы [16] можно доказать следующую теорему.  
     Теорема 6. Для каждой допустимой последовательности на R   соот-
ветствующая ей система Франклина на 1R  является безусловным бази-
сом в ( )pL R , 1 < < .p   
     Отметим, что для этой системы определен ряд Фурье для каждой лока-
льно интегрируемой функции, чего нельзя сказать о системе Стромберга. 
Но эта система не является базисом в 1( )H R , так как интегралы функций 
этой системы не равны 0. 
 
     Ереванский государственный университет 

 
Академик Г. Г. Геворкян, К. А. Керян 

 

Об общей системе Франклина на 1R  
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