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 1. Введение. Формулировка результатов. Пусть  

2 2= {( , ) : < 1}D x y x y  
единичный круг комплексной плоскости. В области D  рассмотрим 
дифференциальное уравнение четвертого порядка  
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где kA  – комплексные постоянные. Предполагаем, что если j  ,2,1j  
4,3  – корни характеристического уравнения  
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то количество корней с положительной мнимой частью не совпадает с 
количеством корней с отрицательной мнимой частью, т. е. уравнение (1) 
является неправильно эллиптическим. Решение уравнения (1) ищется в 
классе )()( )(1,4 DCDC   и на границе   удовлетворяет условиям 
Дирихле  

.),(),,(=),,(= 
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Здесь )()(1,  Cf  и )()(  Cg  – заданные функции, 
rN 




 =  – 

дифференцирование по направлению внутренней нормали к границе   
(здесь и далее ireiyxz ==  ).  

Как было показано в [1], для неправильно эллиптических уравнений 
классические краевые задачи, и в частности задача Дирихле, не являются 
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корректными. В [2] были исследованы краевые задачи для неправильно 
эллиптических уравнений второго порядка и описаны более узкие классы 
функций, в которых данные задачи являются нетеровыми. Вопросу одно-
значной разрешимости однородной задачи Дирихле (при 0 gf ) для 
уравнения четвертого порядка общего вида посвящена работа [3]. В [4] по-
лучены условия разрешимости граничных задач для неоднородного поли-
аналитического уравнения. Задача Дирихле для правильно эллиптического 
уравнения высокого порядка изучена в [5]. В [6], используя представление 
общего решения уравнения (1), полученное в [5], исследуются однородная 
и неоднородная задачи (1), (3) при некотором расположении корней харак-
теристического уравнения.  

В настоящей работе изучается случай, когда корни уравнения (2) 
удовлетворяют условиям  

.=1,2,3,=0,>,,= 4321 iji jj                    (4) 
В этом случае исследуются однородная и неоднородная задачи (1), 

(3). В частности, доказывается, что однородная задача Дирихле или не 
имеет ненулевых решений, или имеет одно линейно независимое решение. 

Для точной формулировки полученных результатов введем некоторые 
определения. Используя операторы комплексного дифференцирования  
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представим уравнение (1) в комплексной форме. При условии (4) урав-
нение (1) примет вид 

0,=),(2
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где 
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i
i . Из условий (4) следует, что  

0.1,2;=1,|<|, 2121   jj                            (6) 
Представим граничные условия (3) в эквивалентной форме  
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           (7) 

 Здесь функции F  и G , принадлежащие пространству )()( C , 
определяются соотношениями 

( , ) = ( , ) ( , ) , ( , ) = ( , ) ( , ) ,
2 2
z f z fF x y g x y i x y G x y g x y i x y

 
    

        
 

= .iz re                                                    (8) 
Определим также класс граничных функций, который будет необхо-

дим для дальнейшего.   
Определение 1. Обозначим )(),( mB  класс функций, аналитических в 

кольце 1}|<<|:{= zzR  , которые вместе с производными до порядка m  
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принадлежат пространству )()( RC   (т. е. удовлетворяют условию Гель-
дера в замыкании области R ). 

В этих обозначениях результаты, полученные в работе, можно сфор-
мулировать так:   

Теорема 1. Рассмотрим однородную задачу (5), (3) и обозначим 
1

12= z .  
1. Если выполняются условия  

,3,4,=0,)1()(
2

0=
2 kzjkzP j

k

j
k 



                        (9) 

то однородная задача (5), (3) не имеет нетривиальных решений.  
2. Если условия (9) не выполняются, то 0=)(20

zPk   только при одном 
значении 2>0k . При этом однородная задача (5), (3) имеет одно линейно 
независимое решение, которое является многочленом порядка 10 k . 

Теорема 2. Пусть граничные функции из (7) F  и G  принадлежат 
множеству )()(1, rB  , где |)||,(|max= 21 r . Тогда, если выполняются ус-
ловия (9), то неоднородная задача (5), (3) имеет решение. При нарушении 
условий (9) для разрешимости задачи (5), (3) необходимо и достаточно, 
чтобы граничные функции F  и G  удовлетворяли одному линейно незави-
симому условию.   

Далее, в третьем параграфе, рассматривается задача (1), (3) в случае 
другого расположения корней характеристического уравнения. 

 2. Доказательство теорем 1 и 2. Доказательство теоремы 1. Общее 
решение уравнения (5) представляется в виде ([5]) 

),()()()(=),( 221110 zzzzzzzyxu 



 


        (10) 

 где j   = 0,1j  и 2 – функции, аналитические в областях =1D  
}|{ 1 Dzzz    и }|{= 22 DzzzD    соответственно, а также аналити-

ческую в круге D  функцию   необходимо определить. Подставим 
функцию (10) в граничные равенства (7). Используя операторное тожде-
ство ([5])  
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получим      
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              (11) 

 Нам понадобится представление функции )( zz  , где   анали-
тична в области }:{=1 DzzzD   , в окрестности   с помощью аналити-
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ческой в D  функции. В [7] доказано, что при 1|=| z  функция )( zz   
допускает представление  

),()(=)( zzzz                                       (12) 
где   – аналитическая в единичном круге функция. Если известна фун-
кция  , то   определяется по формуле 

,
2

4)(
2

4)(
=)(

22













 













 








zzzzzzzz
zz   (13) 

где 1|<| z . В этих формулах выбираем ту ветвь  42  , которая анали-

тически продолжается вне сегмента   ,22  и удовлетворяет усло-

вию 1421    при .  Используем (12) для представления 
функций j  на окружности    
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Так как подлежащие определению функции j  и   аналитичны в 
круге D , то они определяются своими коэффициентами Тейлора kA  и 

kjB . Для определения этих коэффициентов подставим разложения (14) в 
граничные условия (5) 
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 Разложим функции F  и G  на окружности   в ряд Фурье  
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                                   (16) 

и приравняем в (15) коэффициенты при соответствующих степенях z  и z . 
Получим системы для определения неизвестных kA  и kjB . При 0=k  име-
ем 
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.=222,=2222 002010000220110010 GBiBBFBBiBA       (17) 
 При 1k  получаем систему четырех уравнений относительно неиз-

вестных kA  и kjB :  
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,=1)( 210 kkkk GBBkiB                                (18) 

Определитель основной матрицы системы (18) имеет вид 
1 1 1
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Преобразуя этот определитель и используя обозначения теоремы 1, полу-
чим 

).()(12= 2
21

1 zPzi k
k

k 
                                     (20) 

При условиях теоремы 1 01   и 01  z , так как 21   . Поэтому 
однородная (при 0= kk GF ) система (18) имеет ненулевое решение при 

2>k  тогда и только тогда, когда 0=)(2 zPk  (отметим, что 2 0,   так как 
является обобщенным определителем Вандермонда с различными коэффи-
циентами). Например, при 3=k  2 ( ) = 2,kP z z   следовательно, при 2= z  
или 2 1= 2   однородная система (18) имеет ненулевое решение 3A , jB3 , 

= 0,1,2j . По этим ненулевым коэффициентам по формулам (14), (13), (10) 
определяем нетривиальное решение однородной задачи (5), (3), которое в 
этом случае является многочленом четвертого порядка 2)(1 zz . Ана-
логично, если однородная система (18) имеет ненулевое решение при не-
котором 0 > 2k , то по нему получаем решение однородной задачи (5), (3), 
которое является ненулевым многочленом порядка 0 1k  . Предположим, 
что выполнены условия (9). Тогда при 2k   0k  , следовательно, одно-
родная система (18) однозначно разрешима, т. е. = = 0k jkA B  при = 0,1,2j  
и 2k . Поэтому ненулевым решением однородной задачи может быть 
только многочлен степени не выше двух. Но из однородных граничных 
условий (3) следует, что если этот многочлен ненулевой, то он должен 
делиться на 2(1 )zz  (см. [8], т. 5.1, с. 84), т. е. должен иметь степень не 
ниже четырех. Таким образом, в этом случае однородная задача (5), (3) не 
имеет нетривиальных решений. Первая часть теоремы 1 доказана.  

Для доказательства второй части теоремы 1 рассмотрим многочлен 
2 ( ).kP z  Докажем следующее предложение.   
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Лемма 1. Пусть для некоторого 0k  имеем 0=)( 020
zPk  . Тогда для 

любого 0kk   необходимо 0)( 02  zPk , т. е. при k j  многочлены 2kP   и 
2jP   не имеют общих нулей.   

Доказательство леммы 1. Предположим, что утверждение леммы 
неверно, т. е. для некоторого 0z  существуют натуральные числа k  и j  та-
кие, что 2>k , > 0j , для которых 2 0 2 0( ) = ( ) = 0k k jP z P z   . Тогда то же чи-

сло 0z  является корнем многочлена 22   k
j

jk PzP . Поэтому получим, что 

0z  является корнем двух полиномов  
12

2 1
=0 =0

( ) = ( 1 ) , ( ) = ( 1 ) .
jk

i i
k j

i i
P z k i z Q z k j i z



                        (21) 

Теперь воспользуемся одним следствием из теоремы Энестрема–Ка-
кейа об оценке корней многочленов (см. [9], отдел 3, гл. 1, §3, задача 23). 

Если все коэффициенты 0 , , np pK  полинома 
=0

n
i

i
i

p z  положительны, то нули 

его лежат в круговом кольце  

0 1 0 1
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z
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                                            (22) 

 Используя оценку (22), получим, что корни многочленов 2kP  и 1jQ  
лежат соответственно в кольцах  

1 1 1| | 2, | | .
2 2

k k j kz z
k k j k
   

   
  

 

Однако эти кольца не имеют общих точек, что противоречит пред-
положению, что 0=)(=)( 0102 zQzP jk  . Полученное противоречие доказы-
вает лемму.  

Лемма 2 позволяет заключить, что условия (9) могут нарушаться 
только при одном 2>k . Таким образом, при нарушении условий (9) толь-
ко при одном k  система (18) имеет ненулевое решение. Так как ненуле-
вому решению системы (18) соответствует ненулевое решение однород-
ной задачи (5), (3), получаем второе утверждение теоремы 1. Теорема 1 до-
казана.   

Доказательство теоремы 2. Рассмотрим неоднородную задачу (5), 
(3) при условиях (9). Система (17) всегда имеет решение, а система (18) 
при 1>k  однозначно разрешима, так как определитель k  при 1>k  
отличен от нуля. Рассмотрим систему (18) при 1=k . В этом случае левые 
части второго и третьего уравнений (18) совпадают. Из (8) следует, что  

,)sin,cos(
4
1==

2

0
11 





dgGF   

т. е. второе и третье уравнения в (18) совпадают. Непосредственно прове-
ряется, что ранг матрицы 1

~
  равен трем, следовательно, система (18) при 
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1=k  также имеет решение. Перейдем к исследованию системы (18) при 
1>k . Сначала преобразуем ее к следующей форме:  

1 1 1
1 0 1 1 2 2( 1) = ,k k k

k k k k kA B i k B B F    
     

,=1)( 210 kkkk GBBkiB   
1 2

1 2
1 1

= ,
2 2 2

k k
k k

G F
B B

i i i
 

 


   

1
2 1 1

1

= (1 ) .
2

k kk
k k k kB G k kF G

i
 







                                     (23) 

Здесь k  определяется по формуле (19). Далее, найдем решение этой 
системы. Имеем  

1 1 1 1
2 1 1 1 2 2 1 1= ( ( 1) ( )) ( 1)( ) ,k k k k

k k k k k kA k B k G F F G         
          

1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 2 2 1= 2 ( ( 1) ), = 0.5 ( ( ) ),k k

k k k k k k k k kB i G k G k F B i B G F        
        

1 2 1
0 2

1 1

( 1)( ) 21 1= .
2 2 2k k k k

kk kB G F B  
 

   
                     (24) 

Так как предполагается, что функции F  и G  принадлежат классу 
)()(1, rB  , то коэффициенты Фурье этих функций, kG , kG , kF , kF  долж-

ны достаточно быстро убывать при k  . Используя оценки из [10] (с. 
210), получаем, что  

1 1
1 2, (0,1), = max(| |, | |).k

k kG r k G k r       
 : :                  (25) 

 Аналогичные оценки имеют место для kF , kF . Из (20) имеем также, 
что k

k r . Используя эти оценки, а также формулу (24) для коэффици-
ентов kA  и jkB , получим, что при k   

.,,, 2
1

10
  kBkBkBkA kkkk   

Эти оценки показывают, что функции  , )( 10 zz  , )( 22 zz  , 

)( 11 zz 




  вместе с производными первого порядка удовлетворяют 

условию Гельдера в D U  и, следовательно, задача (5), (3) имеет решение 
в (1, ) ( )C D .  

При нарушении условий (9), как было показано при доказательстве 1, 
только при одном значении 2>0k  

0
= 0k . Из последнего уравнения (23) 

при этом следует необходимое условие разрешимости, которому должны 
удовлетворять граничные функции 

10 0
1 0 1 00 0 0

(1 ) = 0.k k
k k kG k k F G  

    
Далее, аналогично доказательству первой части доказываем, что по-

следнее условие является также и достаточным условием разрешимости 
задачи (5), (3). Теорема 1 доказана.  

 3. Случай двукратных корней характеристического уравнения.   
В этом пункте предположим, что корни характеристического уравнения 
удовлетворяют условиям  
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1 2 3 4= = , , > 0, = 1, 2,3,4.j ji j                             (26) 
 В этом случае будем использовать рассуждения, аналогичные преды-

дущим. Сначала представим уравнение (1) в комплексной форме, исполь-
зуя операторы комплексного дифференцирования. Имеем 

2 2

( , ) = 0.u x y
z z z z

 
                

                                (27) 

 Здесь 
1

1=






i
i , 

3

3=






i
i . Из условий (4) следует, что  

0.1,|<|1,|<|,                                   (28) 
 Общее решение уравнения (27) представляется в виде 

0 1 1 0 1( , ) = ( ) ( ) ( ) ( ),u x y z z z z z z z z   
 
 

         
 

       (29) 

где j  и j  = 0,1j  – функции аналитические в областях 

1 = { | }D z z z D   и 2 = { | }D z z z D   соответственно. Подставим функ-
цию      (29) в граничные равенства (7). Получим  

0 1 0( ) ( ) ( )z z iI z z z z     


              
 

1( ) = ( ), ,iI z z F z z 


        
 

0 1 0( ) ( ) ( )z z iI z z z z  


             
 

1( ) = ( ), .iI z z G z z


        
                              (30) 

 Используем (12) для представления функций ,j  j  на окруж-
ности    

=0 =0
( ) = ( ) ( ) ,k k k

j j j kj kj
k k

z z z z A z A z    
 

       

=0 =0
( ) = ( ) ( ) , = 0,1, .k k k

j j j kj kj
k k

z z z z B z B z j z    
 

             (31) 

Так как подлежащие определению функции j  и j  аналитичны в круге 
D , то они определяются своими коэффициентами Тейлора kjA  и kjB . Для 
определения этих коэффициентов подставим разложения (31) в граничные 
условия (30):  

1 1
0 0 1 1

= =0 =0 =0
( 1) ( 1)k k k k k k

k k k k
k k k k

A z A z A i k z A i k z   
   

         
1 1

0 0 1 1
=0 =0 =0 =0

( 1) ( 1) = ( ),k k k k k k
k k k k

k k k k
B z B z B i k z B i k z F z   

   
         

0 0 1 1
=0 =0 =0 =0

( 1) ( 1)k k k k k k
k k k k

k k k k
A z A z A i k z A i k z 
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0 0 1 1
=0 =0 =0 =0

( 1) ( 1) = ( ), | |= 1.k k k k k k
k k k k

k k k k
B z B z B i k z B i k z G z z 

   

              (32) 

Используем разложения (16) функций F  и G  на окружности   и прирав-
няем в (32) коэффициенты при соответствующих степенях z  и z . Полу-
чим системы для определения неизвестных kjA  и kjB . При = 0k  имеем 

00 01 00 01 0 00 01 00 01 02 2 2 2 = , 2 2 2 2 = .A i A B i B F A iA B iB G              (33) 
 При > 1k  получим:  

0 1 0 1( 1) ( 1) = ,k k k k kA i k A B i k B G      
0 1 0 1( 1) ( 1) = ,k k k k kA i k A B i k B F         

0 1 0 1( 1) ( 1) = ,k k k k
k k k k kA i k A B i k B G          

1 1 1 1
0 1 0 1( 1) ( 1) = .k k k k

k k k k kA i k A B i k B F      
                    (34) 

 Определитель основной матрицы системы (34) имеет вид:  

1 1 1 1

1 ( 1) 1 ( 1)
( 1) ( 1)

= det det
( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

k k k k k k

k k k k

i k i k
i k i k
i k i k

i k i k

   
   
      

  
     
    
 

    

% .          (35) 

 Предположим для определенности, что ||||    и положим 1= z  
(отметим, что из условий следует, что 1|| z  и 1z ). Тогда определитель 

k  можно представить в виде  
2

1
2 2 2 2 1 2 2 2

2 2
=0

= 4 (1 ) 4 (1 ) ( ).
k

k j k k
k k

j
z z z k z z z z 


  



  
            
       (36) 

Функцию 2 2k   можно также представить в виде  
2

2 2 2 2 2
2 2 2 4

=0
( ) = (1 ) ( 1) (1 ) (1 ) ( ).

k
j k j

k k
j

z z j z z z z z S z


 
          K  

Учитывая, что при условиях (26) имеем 0)(1  zz , получаем, что 
разрешимость системы (34) определяется многочленом 42 kS :  

3 3
3 3 2 3 2 4

2 4 3 1 3
=0 =0

( ) = , = 3, 4, .
k k

j k k j
k j k j

j j
S z C z C z C z k

 
  

      K                (37) 

Здесь 3
mC  – биномиальный коэффициент. Рассмотрим определитель 

k . При 1|<| z  из (36) следует, что  
2

2 2 ( ) (1 ) , ,k z z k
   :  

а при iez =  имеем  
2

2
2 2

sin 0.5| ( ) |= .
sin 0.5k

kz k


    
 

Из этих соотношений следует, что при больших k  определитель k  
отличен от нуля. Поэтому однородная задача (27), (3) имеет конечное чис-
ло линейно независимых решений. Учитывая, что при больших k  
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2 2| | | | k
k   : , аналогично второму пункту, получаем следующее утвер-

ждение.   
Теорема 3. Однородная задача (27), (3) имеет конечное число линейно 

независимых решений. Это число определяется формулой  

=3
= (4 ).k

k
K rank



  %  

 Если функции из (7), F  и G  принадлежат множеству )()(1, rB  , 
где |)||,(|max= r , то неоднородная задача (27), (3) имеет решение 
тогда и только тогда, когда функции F  и G  удовлетворяют K  линейно 
независимым условиям.   

Замечание 1. При = 3k  многочлен (37) 2S  имеет вид    2
2 zzS   

14  z  и, следовательно, имеет корень = 3 2z  , который по модулю 
меньше единицы. Поэтому при = ( 3 2)   однородная задача (27), (3) 
имеет нетривиальное решение (в данном случае это функция 2(1 )zz ). 
Таким образом, дефектное число K  может быть отлично от нуля. 
Можно предположить, что так же как и в теореме 1, в этом случае 
число K  равно единице, однако это утверждение нуждается в дока-
зательстве. 

   
Государственный инженерный университет Армении 

 
А. О. Бабаян, А. А. Закарян  

  Задача Дирихле для одного неправильно эллиптического 
уравнения четвертого порядка 

 
Рассматривается задача Дирихле для неправильно эллиптического уравне-

ния с постоянными коэффициентами четвертого порядка в единичном круге. Ре-
шение ищется в классе функций, удовлетворяющих условию Гeльдера вплоть до 
границы вместе с производными первого порядка. Указан класс граничных функ-
ций, для которого эта задача нормально разрешима; определены дефектные числа. 
Условия разрешимости рассматриваемой задачи и решение однородной и неодно-
родной задач определяются в явном виде.  
 

Ա. Հ. Բաբայան, Ա. Ա. Զաքարյան 

Դիրիխլեի խնդիրը չորրորդ կարգի մեկ ոչ ճշգրիտ էլիպսական  
հավասարման համար 

 

Դիտարկվում է Դիրիխլեի խնդիրը հաստատուն գործակիցներով չորրորդ կարգի 
ոչ ճշգրիտ էլիպսական հավասարման համար միավոր շրջանում: Լուծումը փնտրվում 
է առաջին կարգի ածանցյալների հետ միասին ընդհուպ մինչև եզրը Հյոլդերի պայմա-
նին բավարարող ֆունկցիաների դասում: Որոշվել է եզրային ֆունկցիաների դաս, որի 
համար այս խնդիրը նորմալ լուծելի է և գտնվել են դեֆեկտային թվերը: Դիտարկվող 
խնդիրի լուծելիության պայմանները և համասեռ ու անհամասեռ խնդիրների լուծում-
ները ստացվել են բացահայտ տեսքով: 
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A. H. Babayan, A. A. Zaqaryan 

The Dirichlet Problem for the Fourth Order Improperly  
Elliptic Equation 

 
The Dirihchlet problem for the fourth order improperly elliptic equation with 

constant coefficients in the unit disc is considered. The solution must be found in the 
class of functions Hölder continuous with first order derivatives up to the boundary. The 
defect numbers and the class of boundary functions, for which the problem is normally 
solvable, are obtained. The solvability conditions and the solutions of homogeneous and 
inhomogeneous problems are obtained in explicit form. 
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