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1. Обозначения и  определения. Через   обозначим класс функций 

 x , удовлетворяющих следующим условиям: 
1)  x  положительна и непрерывна на  0,1 ; 

2)  0 1  ,  
1

0

x dx   . 

Далее, функцию  P   отнесем к классу P , если при некотором  x   

 0 1P  ,    1

2

x
P dx

x



   ,  0,1  , 

и  введем в рассмотрение ядро типа Коши - М. М. Джрбашяна 

 
0

, , 1
k

kk

zC z z




 
 , 

где  

 
1

1
0

0

1, , 1, 2,3,k
k k x x dx k        

Ядро  ,C z  , как и ядро типа Шварца 

     
0

, 2 , 0, 1 2 , 1
k

kk

zC z C z C z  




    
 ,                             

аналитические в круге 1z   функции с особенностями в точке 1z  : 
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Введем в рассмотрение также гармоническое в круге 1z  ядро типа Пуас-
сона 

   
0

, , Re , 1 2 cos ,
k

i i

kk

zP r S re k z re    




   
 . 

Введенные ядра-     ;,; zSzC   и   ;; rP   называются ядрами М.М. 
Джрбашяна. Для любых  x   и  P P   введем в рассмотрение сле-
дующее обобщение интегродифференциального оператора Римана – Лиу-
вилля: 

          
1

0

, 0,1 ,dL x x x dP x
dx

    
     
  
  

где функция  x , определенная на  0,1 , такова, что левая часть равенства 
существует почти всюду на  0,1 . 

Как можно убедиться (см. [1-4]), применение оператора  L

 
к любой 

функции  f z , голоморфной в окрестности начала координат, означает 

умножение коэффициентов степенного ряда  
0

k
k

k

f z a z




  на величины 

k , т.е.    
0

k
k k

k
L f z a z





      .Применение же обратного оператора – суть 

деление коэффициентов степенного ряда на k . Таким образом, оператор 
 L  является взаимооднозначным отображением в классе голоморфных в 

1z   функций. 
Введем в рассмотрение элементарный фактор Бляшке – М. М. Джрба-

шяна 

      , 1 exp , , 1, 1 ,zA z W z z   


 
     
 

 

где  

       
1 1

1 1

1 0

,
k

k k k k

k k

x zW z dx x x dx x x dx
x




 


    


   



 
   

  
   , 

и отметим, что при   1x   (см. [1, 2]) 

     , , , 1, 1 ,
1 z

zA z A z z


  



   


 

Далее, будем предполагать, что последовательность комплексных чисел 
 kz  из единичного круга пронумерована в порядке неубывания модулей и 
удовлетворяет условию  
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 
1

1
k

k z

x dx




   , 

где  x – функция класса  . Тогда известно (см. [1-3]), что бесконечное 
произведение 

   ,

1

; 1 W z
k

kk

zB z z e
z

 







 
  

 


 
 

абсолютно и равномерно сходится в любом круге 1z r   и определяет 
функцию, аналитическую в 1z  , с нулями  kz . 
Обозначим через *  подмножество функций  x  из класса  , подчи-
ненных дополнительному условию 

   1x k x   ,  0 1x    , 
где   0k    – постоянная.  

Пусть    1
1 0F z C z C z C 

  


     – мероморфная в круге 1z   

функция,  a  и  b  – соответственно последовательности ее нулей и 
плюсов, отличных от 0z   и пронумерованных в порядке неубывания 
модулей, с учетом кратностей.  

Пусть  1

0

1 x
k dx

x


  . Введем в рассмотрение функции 

    
0

1;0 ; 0; 0,0 ln
a

a
N N W n k

F



   



  
 

        
   

  

              
0

; 0 0; 0
0; 0 ln

n t n t dt n k
t



 


  
   

 

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       
0

; ; 0; 0 , ln
b

b
N N F W n k




   



  
 

 
       

 
  

             
0

; 0;
0; ln

n t n t dt n k
t



 


    
    

 


,
 

   
 

 
2

0

1 1 1;0 ; ln
2 i

m m L d
F F e




  
  

 


 
       
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     
    

2

0

1; ; ln
2

im m F L F e d


 
    

     , 

где для каждого  0 1t t   через  ;0n t  и  ;n t   обозначены соответственно 
количество нулей и плюсов функции  F z  в круге z t . Для любо-
го   *x   положим 

     ; ; ;T F m F N F      , 0 1p  . 
Легко видеть, что    

1
; ;T F T F 

 


    , где  ;T F  – характеристическая 
функция Неванлинны [5]. 
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В предположении, что функция  x  из класса   или класса * , 
через  N   и  *N   соответственно обозначим множества мероморфных в 
единичном круге 1z   функций  F z  с ограниченной характеристической 
функцией ),( fT  , а через A  и *A  – подмножества аналитических в 
|z|<1 функций из  N   и  *N  . 

Скажем, что аналитическая в единичном круга функция  zf  на пос-
ледовательности   Di   имеет порядок C -роста  , если  

   
     0i ilim C ; L ln f

   


     

Скажем, что  -характеристика аналитической в единичном круге 
функции  zf  имеет порядок C -роста  , если 

 
 

lnT r , f

ln C r ,
lim  


 .  

Заметим, что при 1   эти определения совпадают с обычными опре-
делениями роста функции на последовательности и роста характеристики 
Неванлинны (см. [6], с. 13). Эти определения были введены совместно с  
академиком В. С. Захаряном.  

Основной результат. Лемма. Пусть    неубывающая функция, 
   ;exp zSzf  , последовательность  n  лежит в некотором угле 

Штольца и пусть  – порядок C -роста функции f  на последовательно-
сти  n . Тогда C -рост  -характеристики равен нулю. 

Доказательство. Нетрудно увидеть, что 

 
 

 

 

  0
;ln

cos21
1

2
1ln
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;ln

1;;
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0
2
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1
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



















































rC

d
rr

r

rC

drP

rC
frT

r

rr
 

Лемма доказана. 
Замечание. Утверждение леммы верно независимо от густоты после-

довательности  n . 
Теперь докажем, что если точки i  соответствующим образом раз-

бросаны в единичном круге, то высокий C -рост  функции  f z  на после-
довательности  i  вызовет более высокий C -рост  -характеристики 

 frT , , чем в примере, приведенном в лемме. 
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Теорема. Пусть  f z – аналитическая в единичном круге функция, 
нули которой удовлетворяют условию 

   dxx
a 


1

, 

  *x   – неубывающая функция и пусть  i –последовательность неу-
бывающих  положительных чисел, таких, что 1i  при i  и 

   





1

1

;
i

iC  , 

 где  C z; –ядро М. М. Джрбашяна. 

Тогда существует комплексная последовательность  i , ii   , 
такая, что C -порядок   -характеристики функции f  не меньше 1   , 
если 

(i )      
     0ln;lim  

 HfLC ii    

 (ii)  
 
  1,

,ln
,lnlim  
rC
frn

, 

здесь  ,rn  обозначает количество точек i  в круге радиуса r . 
Доказательство. Из условия  (ii) следует, что сущестует последова-

тельность   1nr  такая, что  

     .1;;    nn rCrn  
Пусть количество точек i  в круге радиуса nr  равно N. Тогда 

            ;;; nnN rCrnCN . 
Это означает, что для любого числа 0,   

   



 ;lim ii
Ci . 

Следовательно, можно указать такие числа ,...,,...,, 21 niii , что для  

nij    

          ;;
ninj CiCj  

В силу последнего неравенства для 
ni

r   имеем 

         
nin tCirCrn

n

  ;;;                 (1) 

Выберем r  и последовательность  nR  следующим образом 

         111 ;4;2;    nni
RCCrC ,                   (2) 

тогда из (1) получаем 

      


  


  ;
2

1; nninn RCtCti
n ,
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     
  

 ;
4

1; nn RCtrn
.
 

Пусть nL – количество точек i  лежащих в промежутке  
ni

r , , тогда 

     
  

 





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4
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2
1, nnnn RCtrniL                 (3) 

Ясно, что 
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                     (4) 
Отсюда в случае, когда 1  , пользуясь условием (i) теоремы, по-

лучаем  

    
          ,;ln; 1
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где  – любое положительное число такое, что 0H . Из последнего 
неравенства и из (2), (3) имеем 

   
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1 1
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Теперь пусть 10  , тогда из (4) получим  
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Отсюда, пользуясь (2) и (3), получаем 
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Таким образом, для любого положительного числа существует 
1, kk , такое что  
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Так как это неравенство верно для любого 0,  , то 
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Но из неравенства (16) работы [5] имеем 
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Из последних двух неравенств нетрудно увидеть, что 
 
 1

1
r

lnT r; f

ln C r;
lim   


   . 

 
Государственный инженерный университет Армении 
 
 

Р. В. Даллакян  

О C -росте  -характеристик аналитических  
в единичном круге функций 

 
Доказано, что если точки i  соответствующим образом разбросаны в едини-

чном круге, то высокий C -рост аналитической в единичном круге функции  zf  

в точках i  вызовет более высокий C -рост  -характеристики, чем в примере 

 exp C z;   , где   *x   – неубывающая функция.  

Для специального случая   1x   это утверждение доказано А. Г. Нафта-

левичем. 
 

Ռ. Վ. Դալլաքյան  

Միավոր շրջանում անալիտիկ ֆունկցիաների 
 -բնութագրիչների C -աճի մասին 

 

Ապացուցված է, որ եթե i  կետերը համապատասխան ձևով են ընկած միավոր 

շրջանում, ապա  zf  անալիտիկ ֆունկիցիայի ավելի մեծ C -աճի  i  հաջոր-

դականության  վրա կհամապատասխանի  -բնութագրիչի ավելի մեծ C -աճ քան 

 ];exp[ zC ,   *x օրինակում: 
 

R. V. Dallakyan 

About C -Height of  -Characteristics of Analytical  
in the Unit Circle Functions 

 
It is proved that if the i  points are properly dispersed in the unit circle, the high C - 

growth analysis in the unit disk in the i  points will cause higher C - growth - performance 

than in the  exp C z;    example, where a   *x   non-decreasing function. 

For a special occasion   1x   it has been proved by A. Naftalevich. 
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