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Исследованию граничного поведения гармонических функций, опреде-ленных в единичном круге, посвящено много работ Отметим, в частности, важные из них [1-5]. В настоящей работе продолжены эти исследования. В дальнейшем будем придерживаться общепринятых обозначений Подробное их описание дано в (6). Введем еще одно обозначение. Точку < € Г относят к множеству /(/), если предельное множество С(/. Д(^)) = R для любого угла Д(О< где черта означает замыкание множества относительно двухточечной компактификации R множества R - (-оо, |-оо) в виде отрезка посредством добавления к точкам множества R символов -ос и +оо.Сформулируем один из основных результатов данной работыТеорема 1. Пусть /(г) — произвольная гармоническая функция, опреде
ленная в И. Если < € К’(У) и предельное множество / R} для
любого угла △«), то для любой последовательности {д,}, Нт д, - С лежащей П—0<0
внутри некоторого угла Д։Ц) и удовлетворяющей условию 11т а(г„. з„+։) = 0, 
справедливо соотношение <?(/,£,△(£)) = С(ЛС^|) 9ЛЯ любого угла Д(£).Предварительно докажем леммы.Лемма 1. Пусть /(г) - произвольная гармоническая функция, опреде
ленная в И, и в некоторой точке £ € Г предельные множества С(/.£.△(£)) ограничены сверху (или снизу) для любого угла Д(£), Тогда предельные 
множества и С(/.С ^(С<р)) совпадают в произвольной точке( ֊ е € Г для любою значения е (--)■7



Доказательство. Без нарушения общности будем считать, что < — !.Известно из неевклидовой геометрии круга D, что нсевклидовос расстояниеот любой точки гиперцикла ,^) Д° диаметра Л" равно одному и томуже числу М - Рассмотрим такую последовательность углов и। иперциклов, что убывая или возрастая, и гиперциклы Л(Сри) стягиваются к гиперциклу £(£, ¥>)• Возьмем произвольную последовательность (сп) такую, что {сп} -» <, гп € и •’ТТ1 /М = 7. где 7 ~ некоторое П—+ 00действительное число. Через точки последовательности {гп}, п - 1,2, ..проведем неевклидовые перпендикуляры Еп к радиусу окружности Г в точке С пересекающие хорду в точках г'п. Очевидно, ՝по точки последовательности г'п при фиксированном к, если и > IV (к), будут лежать между гиперциклом /ДС’Р*) и диаметром Ло. Тогда при указанных значениях 
и справедливо неравенство

<Фп»4) < к (°, tg ^fc/2) ֊ a(0,tg^/2)|. (I)Поэтому существуют некоторые подпоследовательности {зПт} и {<՛ }, для которых справедливо соотношение (1) и z'n.,) —♦ 0 при т. —♦ ос. В силу утверждения леммы 3 работы [7] вытекает, что lim = 7-
ТП —ОО *Следовательно, из того, что 7 6 L(£. </>)), следует принадлежность -упредельному множеству C(f, С Рассмотрим теперь произвольнуюпоследовательность точек qn, п - 1,2.........qn е h(£. у?), для которой lim f(qv) = itn—*00где i — некоторое действительное число. Проведя те же рассуждения, что и в первом случае, используя неравенство (I), получим .3 € С(/, £.£(£, •»?))• Тем самым утверждение леммы 1 полностью доказано.Лемма 2. Пусть f(z) — произвольная гармоническая функция в 1) 

и в некоторой точке £ € Г найдется такая последовательность {хп}, 
лежащая в некотором углу у>։, ^2), что lim a(zn. zn+i) < М < 4-ои, П—‘ОСГип д, - £ и существует предел Inn /(?„). Если предельное множество и -ОС п—*00 'б'(/£△(£)) ограничено сверху (или снизу) для любого угла △(£), содержащего 
последовательность {zn}, числом b € С(/,^,△(<)), то функция J(z) имеет в 
точке £ угловой предел Ь.Доказательство. Без нарушения общности предположим, что ( = 1 и предельные множества C(f,£,△(£)) ограничены сверху. Соединив точки последовательности {zn} неевклидовыми отрезками, получим кривую L, лежащую в некотором углу у/2), где △ (1,уч,^2) С Докажем,что lim f\z) - о — Ь, где а = lim /(zn) и Д( 1,-/3, 3) — любой угол, «ёдо.-лл ""'оосодержащий Допустим противное, т. е. а < (3, Это значит, чтосуществует такая последовательность {</„} —♦ 1 при п -» оо, qn € Д(1, -/3, -3), для которой lim /(дп| - b > о. Проведем через точки q„ неевклидовые г 1—00 8



перпендикуляры Еп к диаметру Л° в точке < ֊ 1, пересекающие 7, и диаметр Л° соответственно в точках (п и гп, где п = 1.2,.... Очевидно, чтопоследовательности {?„}, {гп} и {гп} лежат в некоторой гиперциклической области 3 △(1,-0,0), где 0 < 0о < ^. Поэтому а(дп,гп) <

0огт(0|18“т)- Без нарушения общности допустим, чтопоследовательность {7*}?° отлична от последовательности {гл}“ и при любомА лежит между гПк и гПк+1. Следовательно а{1к,^} < гп* + |) < М < -юо. Всилу неравенства треугольника получим, что < а(гПм,Сл) + г„й) <Л7, т М.Обозначим К ; {г € 7), |г| < 1Ь(М+Л7)+1)} и Г; {г € О, |г| < 1И(М] +Л/+2)}. т уДля произвольного к = 1,2,... рассмотрим отображения 5*(г) = —---- —. При1 + гПкгдостаточно больших к имеем, что 5*(Я) С 7/(1, -01,01), где 0 < 0О < 0] < и 77(1,-0Ь.&) С /7(1,-01,01). Аналогично имеем, что Зк(Е) 3 //(1,-02,^7. где 0 < 0о < 0| < 02 < ֊ и /7(1,-01,0)) С Я(1, -02,0г). Очевидно, что при к = 1,2,... 5\(0) = гП4. Определим последовательности {г^} и {д[.} из условий -5*«к) = гПк и ■$*((/*) = дк. к = 1,2........ В силу инвариантностиметрики а при отображениях Зк(г) будем иметь, что последовательности {г'ч} и {д'*} лежат внутри К вместе со всеми своими предельными точками Так как в силу предположения предельное множество С(/, 1,/7(1,-02,0о)) ограничено сверху (снизу) и 5П(Г) С /7(1,-02,02). то семейство функций {/(5п(г))) ограничено сверху (снизу) на Г. Применяя критерий Монтеля для гармонических функций (см. [8)), получим, что семейство функций {/(5п(г))} нормально в области т11՝. Поэтому можно извлечь подпоследовательность {/(5п4(г))}, равномерно сходящуюся на К к гармонической функций Пг) или равномерно расходящуюся к -оо. Выберем такие подпоследовательности 
{±" } и {Чк) из последовательностей {г^} и {д'*}, для которых Нт г"4 = го и йт </" = до, где го и до лежат внутри К. Учитывая, чтоГ—оо *

Г (го) = Пт К«) = 1Ш1 /(.$„,«)) = Нт /«) - а # -оо, (2) 
1с-*ос к-*оо к—осгде 5’пДг" ) = г'" - некоторая подпоследовательность г,։1, случай равномерной расходимости к -оо исключается. С другой стороны, в силу условия имеем, что /(г) < Ь при г € Я и
Г(д0) = Ью Г(дО = Нт /(5Пй(д^)) = Ь / -ос, 

к--»оо к-><х>
(3)где ^(д^) — д^" — некоторая подпоследовательность д*. Отсюда в силу принципа максимума для гармонических функций следует, что Ь (г) = 7, а это противоречит предположению Ь > а и соотношению (2).
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Следовательно, 1пп /(г) =* а - Ь. В силу того, что угол Д(].-ЛЛ) 1? иМ|можно выбрать сколь угодно большим, получим, что для таких углов △(£), содержащих кривую А, справедливо соотношение !։т /(г) = а. Докажем, что 1 —•! ■СА«)
Пт /(г) = о. 1-* 1 ге!

(I)Для этого рассмотрим произвольную последовательность {А} € А. А —» 1 при А- —♦ тс и покажем, что Нт /(А) = о. Очевидно, что 1к будет лежать А—*оомежду £П1 и гП4+։ при любом к и поэтому а(1к^пк) < *п4+։) < А/ -I эо.
г + 1кРассмотрим отображения 6\(г) = -----=—, где к - 1,2,.... Пусть Ц : (г €1 4-

I) . < 1к(М 4 1)} и <7, : {г € I), |г| < 4֊ 2)}. Очевидно, что 5а(0) - (ки М-п ) ~ гпк. где - прообразы точек при отображениях 5\(г). В силу инвариантности неевклидовой метрики получим, что все предельные точки последовательности г' лежат внутри (^. Пусть г0 = Нт г" , где к—ОО- некоторая подпоследовательность последовательности г^. При достаточно больших к имеем, что .^(ф) С 5*(ф|) С //(!,-/?,/?), где 0 < /? < - и £//(1,-/7, 4) — некоторая гиперциклическая область. Так как предельное множество С(/, 1, //(1.-/?,/?)) ограничено сверху числом 6, то семейство /(5\(г)) ограничено сверху при г € и в силу критерия Монтеля семейство нормально в области /'р։ Поэтому можно выделить подпоследовательность {равномерно сходящуюся на к гармонической функции Г(г) или равномерно расходящуюся к -ос. Принимая во внимание соотношение (2| и неравенство Г(г) < о при г € С?, в силу принципа максимума Г(х) = о Поэтому’ Г(0) = Пт /(зПл(0)) = Пт /(/„,) = о. к—оо к—ооВ силу произвольности последовательности 1к отсюда вытекает соотношение (4). Принимая во внимание утверждение леммы 1, получим, что выполнены все условия теоремы 3 из работы [9]. Из утверждения этой теоремы вытекает существование углового предела в точке £ = 1. Лемма 2 доказанаЛемма 3. Пусть /(г) — произвольная гармоническая функция, определен
ная в П. Если в точке £ € Г предельное множество С(/, £,△(£)) ограничено 
сверху (или снизу) числом Ь € (?(/.£, Д(£)) для любого угла Д(£), то для произ
вольной кривой А, некасательной к Г в точке предельное множество С{/. (, А) 
также о/раничено сверху (или снизу) числом Ь 6Доказательство. Без нарушения общности считаем, что ( = 1 и предельное множество С(/, £,△(£)) ограничено сверху для .любого угла △(£)• Обозначим через о = $ирС(/,£, А). В силу замкнутости предельного множества С(/,^.£) а должно принадлежать этому множеству. Очевидно,10



что о < Ь. Рассмотрим такой угол Д։(1), чтобы /, С В силупредположения существует такая последовательность {<?„} — I, <?Л € Д։(1) с //(1. -4.3), для которой 1пп^/(дп) - Ь. Проведем через точки дп неевклидовыс перпендикуляры Еп к диаметру Л° в точке < = I, пересекающие Ь и диаметр Л" соответственно в точках Гп и тп, где п = 1,2........ Придерживаясь тех жерассуждений, что и при доказательстве леммы 2, покажем, что 1։тп /<Г,.4) Ь Следовательно, о — Ь и утверждение леммы 3 доказано.Замечание 1. Отмстим, что если в условиях леммы 3 добавить условие -ос € (или +ос € С(/, £,△(()) для любого угла △(£), то тем жеспособом, что и для леммы 3, можно показать -оо € С(/Д,Л) (или +ос €
Учитывая замечание 1 и принимая во внимание, что предельные множества £(/•£»△(£)) и — замкнутые связные множества длягармонических функций /(г), определённых в/), в качестве следствия леммы 3 получим теорему 2.Теорема 2. Пусть /(г) — произвольная гармоническая функция, опре

деленная в И. Если < е К(/) и предельное множество С(/, (,Д(^)) / Н для 
произвольного угла △(£), то △(£)) -- С(/,С Ь) для любого угла Д(£) и про
извольной кривой Е, некасательной к Г в точке СДоказательство теоремы 1. Соединим неевклидовыми отрезками точки последовательности {гп}. Получим кривую I, лежащую в некотором углу Д։((). Докажем соотношение

С(/.еЬ) = С(/,«,{гп')).Действительно, пусть и>о е и Нт У, € С и Нт /(4) - -г,Д—ою 1—*осОбозначим через и 2Пй+ь £ = 1,2,.. те точки из последовательности которые являются ближайшими к г*, £ — 1,2........ По предположению
Нт сг(г£, гПй) 

А—«ОС
= 0. (6)Из соотношения (5) в силу утверждения леммы 3 работы |6] следует, что Нт /(д.*) = ^о- Поэтому 6 С(/< {д»}) и, значит, С(/,£.£) С С(/,<,{д>}) А—осОбратное включение очевидно и, следовательно, соотношение (5) доказано Применяя теорему 2, получим утверждение теоремы 1.Анализируя доказательство теоремы 1. легко видеть, ։гго оно справедливо для произвольных гармонических функций классаТеорема 3. Пусть /(г) - произвольная гармоническая функция класса R 

Если ( € Я(/), то △(€)) = С(/,(, д,) для любого угла △«) и произвольней 
последовательности {д,}. Пт гп = лежащей внутри некоторого угла п—*оо 11



(I удовлетворяющей условию Пт а(г„. гп-ы) = О п-»оо (7)Следствие. Пусть /(з) — произвольная гармоническая функция класса R Если точка (6 Г принадлежит множеству /(/), а последовательность {г„}, I н» ֊՝., = лежит внутри некоторого угла △։(£) и удовлетворяет условию (7),
Замечание 2. Отметим, что утверждение теоремы 3 дхя мероморфных функций класса Я, когда вместо последовательности {՝п} рассматриваются хорды получено в работе [10]. Утверждение следствия для мероморфных функций класса 9? при условии, что последовательность {гп} взята на некоторой хорде получено в работе [И).В качестве следствия леммы 2 можно сформулировать следующийрезультатТеорема 4. Пусть /(г) — произвольная гармоническая функция, опреде

ленная я Г) Для того чтобы функция /(г) имела в точке (€ Г угловой предел А необходимо и достаточно, чтобы:

1 предельное множество С(/,£,△(£)) было ограничено сверху (или снизу/ я 
любом углу Д«) числом Ь € С(/,С Д(£));2 существовала такая последовательность {гп}, лежащая в некотором 
углу Д|(£), для которой гп -» 1։т (т(гт։,гп+1) < М < +ос,։п —ОО

3 существовал предел Нт /(гп)-И—» ОСДоказательство теоремы 4. Необходимость условий в теореме 4 очевидна Достаточность условий в теореме 4 следует из утверждения леммы 2.Замечание 3. Пример функции /(г) = агд(\ - г) в точке г = 1 показывает, что условие принадлежности одного и того же числа Ь предельным множествам <՛(/,£, Д(£)) для любого угла Д(£) является существенным условием. Академиком М М. Джрбашяном были введены обобщенные операторы типа Римана — Лиувилля которые ассоциируются с произвольной (функцией си(.т) класса 9, определяемой условиями:I и,(') положительна и непрерывна на [0.1);
I

2. оДО) = 1. [ и(х)с(т < оо. 
о
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Им же оыло доказано, что если [(г) — произвольная гармоническая функция, определённая в й и Д,(г) = />){/(;)}, то функция /М - гармоническая в /X Заменяя в рассмотренных теоремах гармоническую функцию /(: гармонической функцией ^(г). где си(х) € 9, мы получим все утверждения этих теорем для указанных классов гармонических функций.
Российско-Армянский (Славянский) государственный университет

С. Л. Берберян

О некоторых предельных множествах гармонических функций

Исследуется вопрос совпадения у гармонических функций некоторых пре
дельных множеств Получены новые необходимые и достаточные условия для 
существования углового предела в произвольной точке единичной окружности

Ս. Լ Բերբերյան

Հարմոնիկ ֆունկցիաների որոշ սահմանային բագմությունևերի մասին

Ուսումնասիրվում է հարմոնիկ ֆունկցիաների որոջ սահմանային բազմությունների 

համրնկննլիության հարցը Տրվում են նոր անհրարէեջւր եւ բավարար պայմաններ միավոր 

շրջանագծի կամայական կեւրրոմ անկյունային սահմանի գոյության համար

S. L Berbery an

About Some Harmonic Functions Cluster Sets

It is studied the question of coincidence of some cluster sets harmonic functions 
Besides, new necessary and sufficient conditions were obtained for the existence of angular 
limit at any point of the unit circle.
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