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1. Проблемы управления по части координат фазового вектора объекта 
естественным образом возникают в ряде важных для приложений задач 
[1-5]. Управление по отношению к части координат фазового вектора 
объекта предполагает меньшее воздействие на систему, чем управление по 
всем ее фазовым переменным, и может в значительной степени сохранить 
естественную динамику этой системы.

Рассмотрим управляемый процесс, описываемый системой

j = A(t)z + B{t)u 4- /(է),

где х Հ Rn, А(1) ֊(их n), H(t) ֊ (п х г)-мерные матрицы, элементы которых
являются измеримыми ограниченными функциями при Iq < I < 7 Աօ и /
заданные моменты времени), и(1) — г-мерный вектор-столбец управляющих 
воздействий, компоненты которых считаются измеримыми ограниченными 
функциями, /(ф) — п-мерный вектор внешних воздействий |можем оыть
измеримой ограниченной функцией).

Пусть заданы начальное
r(io) = Яо,

конечное
т(Т) - хт
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состояния системы
моменты времени

(1.1) и в некоторые фиксированные промежуточные

6 < ^0 < . . . < < ^т+1 — Т

заданы некоторые или все значения координат фазового вектора я(^):

Т1| (^)» • • • > (^ < п, к = 1,... ,т),

а остальные (при ц. < и) п-ц фазовые координаты в промежуточные моменты 
времени могут принимать любые значения (т.е. свободны).

Вообще для ряда прикладных задач (при управлении манипуляционными 
роботами, летательными аппаратами и т.п.) можно предполагать, что 
в промежуточные моменты времени значения части координат фазового 
вектора принадлежат некоторым компактным множествам:

Предполагается, что все заданные значения (1.4) и (1.3) принадлежат
области достижимости системы (1.1).

Для .т(£) решения системы (1.1) условия (1.4) (или (1.5)) являются
фазовыми ограничениями по отношению к части разовых переменных [6,7].

Решение некоторых навигационных задач приводится к построению
программы полета аппарата через несколько заранее заданных значений части 
фазового вектора, и если (1.1) описывает некоторый технологический процесс, 
то в качестве примера может служить требование прохождения процесса с 
приобретением нескольких качеств [5].

Предположим, что система (1.1) при фазовых ограничениях (1.2), (1.3) и 
(1.4) (или (1.5)) на промежутке времени [£0,Т] является вполне управляемой 
[2, 7] Это означает, что на промежутке времени [^о֊7| можно выбрать 
управляющее воздействие и(1) и соответствующее движение х(1) - х(1.и(1)). 
удовлетворяющие системе (1.1) и условиям (1.2). (1.3) и (1.4) (или (1.5)).

Рассмотрим следующие задачи.
Задача 1. Требуется найти условия, при которых существует програм

мное управляющее воздействие и = и(С) и программное движение х = х(1)> 
удовлетворяющие системе (1.1) и условиям (1.2), (1.3) и (1.4) (или (1.5)), а также
построить их.

Пусть для отбора оптимальных решений на промежутке времени 
задан критерий качества ае[и], который может иметь смысл нормы некоторого 
нормированного пространства.

Задачу оптимального управления можно сформулировать следующим 
образом



Задача 2. Требуется найти оптимальное управляющее воздействие и°(/.), 
/ е [/о- Л- переводящее систему (1.1) из состояния (1.2) через промежуточные 
состояния (1.4) (или через состояния (1.5)) в конечное состояние (1.3) и 
имеющее наименьшее возможное значение критерия качества аф?].

2. г\\я решения поставленных задач условия (1.2), (1.3) и (1.4) представим
в виде

= вк (£ = 0,1,... ,тп+ 1), (2-1)

где (7/; - (л х п)-мерные матрицы, элементы которых являются веществен
ными числами, — ц-мерный вектор, элементы которого являются частью 
или всеми координатами фазового вектора х(1к). В общем случае элементы 
вектора ак могут быть линейными комбинациями координат фазового вектора 

< ։*).
В (2.1) при к = 0 и к = т 4֊ 1 обозначены ?0 = = п, Со = (7т+1 = Е -

п х //-мерная единичная матрица, а следовательно т(/0) = а0. т(Т) = 0™^. Если, 
например, в момент времени <1 задано только значение Т](/։), а остальные 
координаты фазового вектора т(С) свободны, тогда с = 1 и = (1.0.... .0).

При фазовом ограничении (1.5) условие, аналогичное (2.1), будет

еX1*’ (*=1,...,т) (2.2)

и, не нарушая общности, будем предполагать, что значения 
* г (к)координат . ,тч(^к) зафиксированы и принадлежат Л։։ ,...

п. к - 1,... ,т) соответственно.
Напишем решение уравнения (1.1) следующим образом:

I <
х(() = Х[/ЛоИ«о) + / Н\1,т]и(т)<1т + I Х[1.т\/(т)с1т.

Го <0

где //[Ст] = Х[Ст)В(т), а через Х[Ст) обозначена нормированная 
тальная матрица решения однородной части уравнения (1.1).

азовых

(2.3)

ундамен-

Предполагая, что искомые управляющие воздействия известны, д\я
моментов времени / = 1к из формулы (2.3) будем иметь

х(/к) = Х[Сь/о]т(^о) + I Н[1к,т]и(т)(1т +
1к
( Х[1к,т]/(т)<1т.

*0

Подставляя значения х(^) в (2.1), получим следующие интегральные соотно 
шения:

и
У СкН[1к. 1]и(1)(11 = г)(1оЛк) = Ь• • • >7П +

*0
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где
/ и \

П(^о, *к) = ак - С Л Х{1^ 10]х(10) + / Х[^ . (2.5)

\ *о /
Как было принято в работе [7], здесь вместо Н[1к,1] введем функции /Л|/|

следующим образом:

/ЛИ —
Н[1кЛ] при 10<1<1к, 
О при 1к < £ < £т+1 + Т (к = 1,... , т + 1).

Элементы матрицы Нк[։] - измеримые ограниченные функции на 
промежутке времени [£о,Т*]. * . ЦДО

Соотношение (2.4) при помощи введенной в (2.6) функции Нк[1] запишет-
ся так: ?

у вкНк[1]и(1)(И = т](1о,1к) (к - 1,... ,т + 1). (2.7)
к)

т+1
Отметим, что в (2.7) число интегральных соотношений равно £2 1.к.

к—\
Введем следующую блочную (размерность каждого блока 6\-/Л^]-(й-х г)|

матрицу:

//R] = (2.8)

с размерностью V гк х т. Тогда интегральные условия (2.7) при помощи 
к=1

введенной матрицы (2.8) можно представить в виде

(2.9)

тп+1
где вектор ^(^0, • •• ,Т) — г^-мерный блочный вектор-столбец с блоками 

к=1
(А: = 1........тп + 1). ■

Теперь на основе вышеприведенного функцию и(1), удовлетворяющую
интегральному соотношению (2.9), ищем в виде [4]

и(«) = НТ\1]С + 7(0, (2.Ю)

где //'[։] транспонированная матрица, С — постоянный вектор, подлежащий 
определению, — некоторая вектор-функция (может быть измеримая 
ограниченная функция на промежутке времени [£0,Т]) и такая, что 

г
[ = 0. (2.11)

1о
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Равенство (2.11) выражает условие ортогональности вектор-функций V (£) 
ко всем строкам (блокам) матрицы Н\1].

Подставляя (2.10) в (2.9) получим

<2(<о, ■■■ , Т)с = Т)(1О,... ,Т), (2.12)

где

^(1-0։ • • • . 7՞) ~ Я[(|ЯТ[«)Л.
*0

(213)

тп+1
(2.12) является системой £ ** алгебраических уравнений относительно 

*=1

(
т+1 \

1 = 1,... , 22 ). 
к=1 /

Уравнение (2.12) имеет решение, если 0 либо ранг матрицы
совпадает с рангом расширенной матрицы {С2,г)}.

Решение уравнения (2.12) будет

с = с?-Ч (2.14)

следовательно, из (2.10) имеем

и(0 = ятк]<?-17? + т (2.15)

Таким образом, решение задачи 1 можно сформулировать в виде 
следующей теоремы, аналогичной теореме, доказанной в [4].

Теорема. Для того чтобы существовало программное управление (2.10) 
и соответствующее ему решение системы (1.1), удовлетворяющее условиям 
(2.1), необходимо и достаточно, чтобы матрица (2.13) была неособой или 
чтобы ранги матрицы и {(2,7)} совпадали между собой.

Учитывая обозначения (2.8) и (2.6), при 1/(г) ֊ 0 (2.15) представится в 
следующем виде:

((С1//^,1])т,(С’2Я(12,фг........(Ст+1Я[£т+1,«])т)«-,П. при « 6 (<о,М.
(0, ((72Я|<2,1])т......... (С?т+1Я[1т+|,«])г)<? 'п. “Ри 1

(0,0,...,о, (ат+1я|ет+,,Фг)«'|’1> при<б[иЛ-
(2.16)

Подставляя (2.16) в (2.3) и для промежуточных моментов времени ։к
учитывая непрерывность движения, получим программное движение с и< н'мы
(11) на промежутке времени |<о,Т], удовлетворяющее условиям (2.1). 

Отметим, что при азовом ограничении (1.5) (или (2.2)) программное
управление и(«) имеет вид (2.16), соответствующее движение х(0 будет
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зависеть от точек r։,(U),... , т,к(^), (й < n, k = 1,... ,тп) и, следовательно, 
при разных значениях этих точек, удовлетворяющих условиям (1.5) (или (2.2)), 
получим все возможные решения.

Для решения задачи 2 заметим следующее. При заданном критерии 
качества ае[?х) задачу оптимального управления с интегральными условиями 
(2.9) можно рассматривать как задачу условного экстремума из вариацинного 
исчисления, где надлежит определить минимум функционала ае[-и], при
условиях (2.9). Однако, как видно из (2.6), подынтегральные ункции в
(2.9) являются разрывными, поэтому классические теоремы вариационного 
исчисления не применимы для исследования этой задачи [2].

Левой частью условия (2.9) является линейная операция, порожденная 
функцией и(1) на промежутке времени [£0։ Т].

Следовательно, если функционал ж[и] является нормой некоторого ли՝ 
нейного нормированного пространства^ то решение задачи 2 следует искать с
помощью проблемы моментов; тогда оптимальное управляющее воздействие
п°(/), I € Ro, Т], минимизирующее ункционал ае[и] удовлетворяющееи
условию (2.9) будет решением задачи 2.

Таким образом, задача 2 приводится к проблеме моментов, решение 
которой известно из [2]. Я

При фазовом ограничении (1.5) (или (2.2)) будем предполагать, что 
зафиксированы некоторые значения частей координат фазового вектора, * 
удовлетворяющего этим ограничениям, следовательно, построенное оптималь
ное управляющее воздействие и соответственное значение критерия качества 
будуз зависеть от значения частей координат фазового вектора (1.4), т. е.

W°G) = (M*»i(^),--- (**)}» к = !»•••

(2.17)

Поэтому имеется возможность с помощью минимизации (2.17) с услови
ем (1.5) (или (2.2)) найти оптимальные значения частей координат фазового 
вектора, удовлетворяющего ограничениям (1.5) (или (2.2)).

3. В качестве иллюстрации задачи 1 рассмотрим задачу управления 
материальной точкой, движущейся в вертикальной плоскости под действием 
реактивной силы и силы тяжести. Тогда ее движение можно записать
векторным уравнением

(3.1)

где m = m0 + m։(i), m0 = const, m։(t) — реактивная масса точки, f — реактивная 
сила, Р = mg. Будем считать реактивную силу управляющим воздействием.
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Уравнение движения (3.1) представим в нормальной форме

л 1 - х2, л2 = иь х3 = х4, = и2 - р. (3 2

Пусть 10 = 0, Т = 3. Начальное и конечное состояние фазового вектора 
{тьх2,тз^4} выберем х(0) = {0,0,0,0}, х(3) = {3,2,2,!}.

Пусть заданы промежуточные моменты времени £։ = 1, = 2 и значения 
части координат фазового вектора

Х|(1) = 1, х,(2) = 2, 
т2(1) = 1, х3(2) = 1.

Проведя необходимые вычисления, согласно (2.16) д\я управляющих 
воздействий будем иметь следующие выражения:

4 — 61
= при I € [0,1),

12 8

ц(<) = при I е |1,2),

12

и(0 —
֊10+

при I е [2,3]

Если найденные выражения для управления и(0 подставить в (3.2)
и на каждом промежутке времени проинтегрировать эти уравнения при 
начальном и промежуточном значениях, заданных д\я фазового вектора, 
получим движение объекта в следующем виде:

(4 ֊ 31)1 
= при I е [о, 1).

48

֊- + ֊(8-зг)г
4 4

25 1
при I е [1,2).

18 48'
^(28-з«)(

257



при I € [2,3].

Таким образом, для системы (3.2) с заданными начальными, конечными
значениями азового вектора и промежуточными значениями для части
координат получены явные виды программного управления и программного
движения. । и ’ми I

Для иллюстрации задачи 2 рассмотрим линейную управляемую систему

= -г։ + йь ±2 = и?. (3.3)

Пусть ?0 = О, Т = 3. Начальное и конечное состояния фазового вектора 
г = выберем

11(0) = 0, х։(3) = 3,
т2(0) = 0,\х2(3) = 2,

Пусть заданы промежуточные моменты времени £։ = 1, £2 = 2 и значения 
части координат фазового вектора

Т1(1) 1, х2( 2) — 1.

Критерий качества имеет вид

(и2 + и22)(Н

Следовательно, согласно (2.1) будем иметь

Д\я системы (3.3)

Согласно (2.5) и (2.8)

7/(0.1) = 1,
77(0,2) = 1, 

??(0,3) = |

И[1к,1] = (* = 1,2,3).

С/1 //(£։, £] — (1, £.| — £), 
С2/7[М-(0,1),
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Вводя обозначения

при 
при 
при 
при

0 =О
ч -1 при
О при

О при I € [10. Г].
согласно (2.9) будем иметь интегральные соотношения

+ ^12(^1 Д)н2]^ = 1, / 2, <)и2Л = 1,
<0

} 1^31 (Л 0^1 + Лз2(Т,/)и2]<Й = 3, / 642(ТЛ)и2(/Г = 2
*0

Решая задачу (3.4) и (3.5) как проблему моментов для оптимальных управляю
щих воздействий, получим

«?(0 =

501
793

114
793

при

при

793
(-373 4-2521) при

™(ы+57'> при

793(25О57։)

Подставляя значения и°(£), ^(0

при

(3.3) и проинтегрировав, получим
оптимальное движение, а из (3.4) можно получить минимальное значение 
функционала ае[и°].

Ереванский государственный университет

В. Р. Барсегян

х правление линейными динамическими системами с ограничениями на значения
частей координат фазового вектора в промежуточные моменты времени

Рассматриваются задачи управления линейными динамическими система՝!и
<֊ ограничениями на значения разных частей координат разового вектора н
’•ромежуточные моменты времени и оптимального управления с критерием качества. 
заДанным на весь промежуток времени Построен явный вид управляющего 
воздействия д\я задачи управления и предложен метод решения задачи оптимального 
правления. Приведены решения конкретных задач.

и?(0 =

в
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Վ. fk Բարսեղյսւն

Գծային դինամիկ համակարգերի ղեկավարումը ժամանակի միջանկյալ պահերին 

ֆազային վեկտորի կոորդինատների մասերի վրա դրված սահմանափակումներով

Աշխատանքում դիտարկված են ժամանակի միջանկյալ պահերին ֆազային վեկտորի 

կոորդինատների տարրեր մասերի վրա դրված սահմանափակումներով գծային դինամիկ 

համակարգերի ղեկավարման եւ ժամանակի ամբողջ հատվածի վրա տրված որակի հայ- 

տանիշով օպտիմալ ղեկավարման խնղիրներ: Ղեկավարման խնղրի համար կառուցված է 

ղեկավարող ագղեցությունը, եւ առաջարկված է օպտիմալ ղեկավարման խնղրի լուծման 

եղանակ: Բերված են կոնկրետ խնդիրների լուծումներ:

V. R. Barseghyan

Controlling of Linear Dynamic Systems with Restrictions on Values of Parts of 
Coordinates of a Phase Vector in the Intermediate Moments of Time

The problems of controlling of linear dynamic systems with restrictions on values of 
different parts of coordinates of a phase vector in the intermediate moments of time and 
the problems of optimal controlling with quality, set on all time interval, are considered 4
in the paper. The controlling influence for a problem of controlling is constructed and a 
method of the solving the problem of optimal control is offered. There are also presented 
examples of solving some controlling.
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