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Пусть Fen - конечное поле из qn элементов [1] (q - степень простого числа). 

Рассмотрим это поле как n-мерное линейное пространство над полем F. и 

представим его в следующем виде: F я = {(а1,я2,...,ап)|а, G Fqti = 1,2, Далее, 

если L - линейное подпространство в Fgn и а Е Fqn., то множество 

а L = {а - х|х 6 L} называется смежным классом (сдвигом) линейного 

подпространства L, размерность которою определяется как dim L. Согласно 

эквивалентному определению подмножество Н С Fq* является смежным классом, 

если для любых h2,hm Е H и AVA2, Е Fq таких, что = 1, сумма 
4

Z (аффинная комбинация векторов /ц Ji2,...Jim) лежи» в II. JIciko проверить, 

что существует взаимно однозначное соответствие между множеством тп-мерных 

смежных классов в F„n и множеством классов эквивалентности всех систем я
линейных уравнений ранга п ֊ т относительно п неизвестных над полем Fq.

Определение 1. Пусть N Q F qn. Если Нусуть смежные классы в N и 

Нг и Н, и ••• и Hs = N, тогда совокупность смежных классов .... Н.] 
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называется линеаризированным покрытием множества N. Количество смежных 

классов в покрытии называется его длиной.

Проблема минимального покрытия множества решений полиномиального 
уравнения над конечным полем смежными классами линейных подпространств 
впервые исследована в работах [2,3] для простого поля F

Некоторые метрические характеристики линеаризированных покрытий 
подмножеств конечного поля исследованы в [4] Задача линеаризированного 

покрытия симметрических подмножеств конечного поля решена в [5], а для 

множеств решений квадратичных и некоторых уравнений более высших степеней 
над конечным полем - в работах [6-9].

В настоящей работе задача минимального линеаризированного покрытия 

исследована для множества решений уравнения х’ + х? + ••• - х* = b над конечным 

нолем F, характеристики 2. Когда q = 2, указанное уравнение, учитывая равенство 

а -а для всех а е F,, принимает следующий вид: Xj-x,*---- х„ = Ь, для

которого исследуемая задача имеет тривиальное решение.
* Над конечным полем Fa, где q > 4 и q = 0 mod 2, рассмотрим уравнение

Множество решений уравнения (1) обозначим через Л’, а длину минимального 

линеаризированного покрытия множества Л'֊ через L(q, и). Ясно, что Л’ G F_-..

Теорема 1. Если q = 4, то длина L(.q<n) кратчайшего линеаризированного 

покрытия множества решений уравнения (1) удовлетворяет следующим 

неравенствам:

■ 2qn 2-1 + 1< L(q,n) < 2qn 2 — 1, при и = О mod 2 и b = О,

| /.(q, и) = 2(^И/2 - 1)» ПРИ п = ° 2 и b = 1,
I 2qn~v'2 - 1 < L(q,n) < 2q n՜1- -^ - 2q + 1, при и = 1 mod 2 м b = О,

I 2q(՝n~x' '2 -Г 1 < L[q, и) < 2дГп-1 '/2*1 — 2q 4 3, при п = 1 mod 2 и b = 1.

Теорема 2. Если q>4 и q = 0 mod 2, то длина L(q.n) кратчайшего 

линеаризированного покрытия множества решений уравнения (1) удовлетворяет 

следующим неравенствам:
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при п = 0 тос1 2 и Ь = О, 
при п = О тос1 2 и Ь Ф О, 
при и = 1 той 2.

• Когда д = 1 тпос! 3, то

(Ч ֊
Зч 

(ч - 1)(4"/։ •

Кд, п) > <

(I

ч(ч֊ 1)(4<-։>'г-1) --------------- --------------------д.

при п — О тпос! 2 и Ь = О #

при и = О тос1 2 и Ь О /

при и = 1 тос1 2 и Ь = € Г.I

при и н 1 той 2 и Ъ /?3, V/? 6 Л,

• Когда д 1 тос! 3, то

К<Е*)

при и = 0 тос1 2 
при и = О то 6. 2 
при п = 1 тос! 2 
при п = 1 тос! 2

и Ъ = О, 
и Ь * О, 
И Ь = Дэ,/?его 
И Ь * /?’, V/? € Р,

ч

Я

>1

Ч •
(Ч - 1)(4с”-1)

Доказательство теорем. Верхняя оценка теоремы /. Порядок ненулевых

элементов ноля в мультипликативной группе Г. = Г. \ {0} равен 3. когда д = 4. т.

е. а՝ еЛ = {0,1} для всех а Е Го. Это значит, что если Ь * 0 и Ь =* 1, то уравнение

1) в поле гс>. не имеет решений. Следовательно, мы предполагаем, что Ь = 0 или

Ь = 1. Пусть п - 2к 1. Тогда уравнение (1) можно записать в виде

Для каждого ненулевого вектора (ст1Л...лак) £ Г^и каждого /? е построим

систему

0. ю к системам (3) добавляем одну линейную систему вида

х.

Если же Ь = 1, то добавляем ровно три системы вида (4). Последнее уравнен^

системы (3) можно переписать в следующем виде: 
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так как д = 4 и а* = ст, (а 4֊ /?)2 = а2 ±/?: для всех а,/3 Е Га.

Многочлен у- 4-у 4- а, где а Е 52, приводим в кольце Г Ду] [1], и поскольку 

Ь -/?3 4-£*=1а? ЕРг, то существуют элементы ух,у2^Ес такие, что у։ * у: и 

у\2 - уг = у2 2 -г у: = Ь 4֊ /З3 +Е*=1 а3. Поэтому из каждой системы (3) мы строим 

линейные системы

Множества решений систем типа (4) и (5) попарно не пересекаются. 

Объединение этих множеств (смежных классов) в точности совпадает с 

множеством /V, следовательно, является непересекающимся линеаризированным 
покрытием множества /V, которое назовем каноническим. Очевидно, что длина 
канонического покрытия равна

(2(д* — 1)д 4- 1, при п = 2к 4֊ 1 и Ь = О, 
। (2(дк ~ 1)д 4 3, при п = 2Л + 1иЬ = 1 

и является верхней оценкой для £(д,п).

Нетрудно проверить, что

1^1 = 2(.я1։ - 1)44* 1 -ч“> 
2(<?к - Оде?*՜1 + 3<7

при и = 4- 1 и Ь = О
при п = 2^-1иЬ=1.

Пусть теперь и = 2к. В этом случае линейные системы типа (4) и (5)

(канонического покрытия) не содержат уравнения х2к.1 =/?, а система типа (4) 

строится только тогда, когда Ь = 0. Поэтому длина канонического покрытия равна

{2дк — 1, при п = 2к и Ь = 0,
2(дк — 1), при и = 2к и Ь = 1,

а мощность множества /V равна 2(дк-1)дк-1+д\
2(4* -1)Ч*Л

при п = 2к и Ь = 0, 
при п = 2к и Ъ = 1 .

Верхняя оценка теоремы 2. Предположим п = 0 тоИ 2. В этом случае

уравнение (1) можно написать следующим образом:
(-Т1 Л2)(л{ 4՜ *1 Тч+Хч ) -»- •••4" 4- ~*՜ АИ-1Л и '’г)

Для каждого ненулевого вектора (ар ...,ая -) € Г^а ? составляем систему
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Когда Ь = 0, к системам (6) добавляем систему 

х2։-1 + *2։ ~ 1 = 1'2’ (7)

Для последнего уравнения системы (6) справедлива также следующая запись:
■>

Тогда для произвольного элемента у Е Ес рассмотрим линейную систему

/ Л / \
Ненулевые векторы (а՝ ‘,...,а?,.Л ] и (а֊, ,) линейно зависимы тогда и только

тогда, когда ненулевые координаты вектора (<4, ,..,аи/2) равны, при условии 

НОД(о ֊ 1.д/2 - 2) = 1. Если же НОД(д - - 2) = 3, то эти векторы линейно

зависимы в том и только том случае, когда для любых различных ненулевых 
координат а. и а вектора (а1։ ...,аг п) порядок элемента а.а?1 в группе = Е. \{0] 

равен 3.

Количество ненулевых векторов (агал/:) Е Е п г, для которых векторы 

1а* :) и (а2, ....а՜,-,) линейно зависимы, равно

Г.] ^/2 (<? ֊ 1) = (^ - 1)(2П/2 - 1) при НОД(д ֊ 1л/2 ֊ 2) = 1 и 

V-=1: с: : (« - 1)3‘-1 = (д ֊ 1)(4П/2 ֊ 1) / 3 при НОД(д - 1. д/2 ֊ 2) = 3.

Система (8), когда векторы (а° а*'и (а;, „„а; ,2) линейно зависимы,

совместна тогда и только тогда, когда многочлен х2 4֊ а '~я 2 х 4֊ Ь + а} е 

приводим над полем Ес для всех элементов а? =# 0, 1 < ; < п/2.

Смежные классы, соответствующие системам (7) и (8), не пересекаются и 

образуют непересекающееся линеаризированное покрытие множества решений 

уравнения (1) в поле Е^л. Это покрытие называется каноническим.

Очевидно, что длина канонического покрытия нс больше, чем величина

224



при и = 0 mod. 2 и b = О,
при п = О mod 2 и Ь * О .

Последнее является верхней оценкой сложности L(q,n) “ минимального 

линеаризированного покрытия множества решений уравнения (1) при п = 0 mod 2.

Как в случае к = 0 mod 2. так и- при п = 1 mod 2 аналогично строится 

каноническое линеаризированное покрытие множества решений уравнения (1) 

(единственное отличие в том, что системы (6), (7) и (8) содержат одно добавочное 

уравнение), длина которого не превосходит величины (q'”՜1 - 1 )q: + 3, так что

i L(q,n) < — l)q2 4- 3 при и = 1 mod 2.

Далее, если q £ 1 mod 3, то для каждого элемента а € F_ существует 

единственный элемент р Е Fq такой, что /?3 = а. Следовательно, когда q * 1 mod 3, 

то мощность множества N - всех решений уравнения (1) равна |.V| = q”՜1.

I Пусть теперь q = 1 mod 3. Нетрудно проверить, что

при п = 0 mod 2 и b = О,

при п = 0 mod 2 и b =± О,

при п = 1 mod 2.

Нижние оценки теорем.
Темма 1. Пусть //является смежным классом в множестве /V. 1огда

если q = 4, то dim Н <

п/2, 
п/2 - 1, 
(п- 1)/2л 
(п֊1)/2,

когда и = О mod 2 и 
когда п = 0 mod 2 и 
когда п = 1 mod 2 и 
когда и = 1 mod 2 и

если q > 4, то dim Н <

п/2, 
п/2 ֊ 1, 

(п֊1)/2.
(п - 1)/2 - 1,

когда к = О mod 2 
когда п = 0 mod 2 
когда и = 1 mod 2
когда и = 1 mod 2

b — Oj
Ь = 1,
Ь = 0;
Ь = 1;

и Ъ = 0, 
и b Ф Q,

и р3Ур E>FC.

Отмстим, что максимальные значения размерностей смежных классов в
множестве .V достижимы на смежных классах канонического покрытия. Имея

максимально возможную размерность смежного класса И в множестве с 
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помощью формулы L(q.n)> miadimH получаем нижние оценки, отмеченные в 

1еоремах.

Ереванский государственный университет

В. П. Габриелян

Кубическое диагональное уравнение над конечным полем характеристики 2

Для уравнения х^ + х? * ••• 4- х3 = Ь над конечным полем Г характеристики 2

получена оценка минимального покрытия смежными классами линейных подпространств.

Ч. Պ. Գւսբրիելյան

Խորանարդային անկյունագծային հավասարումը 2 բևութագըիչի վերջավոր դաշտում

Գնահատված է 2 բևութագրիչի վերջավոր դաշտի վրա — ձՀ 4֊ ••• ՜ ղհ, = օ 

հավասարման լուծումների բազմության գծային ենթատարածությունևերի հարակից 
դասերով կարճագույն ծածկույթի երկարությունը:

V. Р. Gabrielyan

Cubical Diagonal Equation over Finite Fields of Characteristic 2

The complexity of the minimal covering with cosets of linear subspaces is 

estimated for the set of solutions of the equation x3 4- x? + ••• -1֊ x3 = b over finite fields oi 

characteristic 2. ₽ I
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