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Рассматриваются задачи о наращивании слоя примесей, содержащихсяв жидкости (флюиде), поступающей в трещину в бесконечной термоупругой плоскости. В [1] такие задачи решались для геофизической среды без учета термоупрутих напряжений, и залечивание трещины за счет примесей было рассчитано с помощью градиента температуры с учетом термодиффузии и теплопроводности. В настоящей статье основное внимание уделяется эффектам термодиффузии и термоупрутости в среде. При некоторых упрощающих предположениях относительно характера влияния диффузии примесей на залечивание трещины решена нестационарная задача тер­моупрутости при смешанных граничных условиях на границе трещины с учетом наращивания среды на границе за счет осаждения примесей. Вопросы захлопывания жидко-твердой бесконечной полосы, ограниченной полуплоскостями твердой упругой среды, рассмотрены в [2], где обсуждаются действия вертикальных нагрузок на эту систему и приводятся эмпирические зависимости вертикального смещения от координат вдоль оси.1. Постановка общей задачи о трещине при наличии потока жидкости.Особое внимание сосредоточено на простой и практически наиболе е ре ально задаче, когда касательные напряжения вдоль оси и нормальное переяе! I равны нулю и дано вычисление величины захлопывания трещины со вр э нем. Такие задачи особенно важны для изучения влияния конфорлаци 
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кристаллитов в масле на процессы в промышленных технических задачах [3] и в аналогичных задачах о залечивании биологических трещин |4,5].Жидкость (флюид) при I = 0 поступает в трещину, которая вначале представляет полуполосу х > 0 малой толщины 26], причем в силу симметрии уравнение трещины в момент < будет у = ±61 (я, <), 61 (х, £) = 6о + I). р ~ 0. Вдальнейшем выбирается только верхний знак. Тогда в линейном приближении можно, следуя [1, 6], записать приближенное соотношение при у = 0
֊ <оЯ(х)Я(О, (1.1)

где левая часть представляет массу осадка, выпавшего в единицу времени и пропорционального скорости залечивания трещины, первое слагаемое правой части — плотность потока массы вдоль оси у [1] растворенного компонента, переданная раствором в единицу времени за счет градиента температуры по т, второе слагаемое — трибологический член [6], где К = const — экспериментальная постоянная, р3 — плотность выпавшего осадка, с — концентрация примесей в жидкости, 7 = 7 = const [1,7], в линейномприближении, ~ г0 — плотность диффузионного потока по оси у, взятая такой же, как в начальном сечении х = 0, q = р}иЬо, и — скорость флюида, 
Pi - плотность жидкости; слагаемое в граничном условии, содержащее г0, соответствует имеющей место при входе флюида в трещину плотности потока концентрации примесей по оси у.Рассматривается задача о движении термоупругой среды, занимающей плоскость х,у с трещиной, ось которой у = 0, 0 < х < оо. Внутри трещины имеется движение жидкости с примесями, концентрация которых c(j, t) = со 4 c(x,t), со = const начальная концентрация, зависящая от температуры То - const, 7 = также постоянная, плотность осадков в жидкости ps. При поступлении жидкости в трещину за счет ее охлаждения происходит и выпадение осадков, что приводит к залечиванию трещины, т. е. уменьшению ее ширины 6i(x, t) = bQ + Uy(x,0,t) [1], где Ux,Uy есть компоненты перемещений термоупрутой среды. Уравнение трещины у = 60 4- Uy(x,0t), 0 < х < оо.Следует поставить и решать линейную задачу для термоупругой среды, уравнения движения которой

2а2гл .#1^, 2 ,2.a2t/„ -хд (ди.дил дгих 
a~d^+bW + (a -Ь)а^ + Ма7+ad=^’
2аЧ м, , 2 dWz - д (дих диЛ_ д'и.

(1.2)
, = Л + -д — объемный модуль, р — плотность упругойсреды, Ср,Си — теплоемкости.

152



Компоненты напряжения берртся Гук,гости с учетом (1.4) 7 1 у

Для разности температур Т(х,у,1) - То. где То есть постоянная начальная температура среды, предположено, что она одинакова в упругой среде и жидкости, поэтому приближенно считается у а О и обозначается Т(х,1) = 
Т(х, О, Г) - То. При этом для термоупругой среды имеется использованное в (1.1) приближенное соотношение

(1.4)которое получено без учета теплопроводности в уравнении для температуры
от с, - с, а аил _ (д2т а2т\ 

аС„ д1\дх + ду)՜ \дх2 + ду2) '

, .2<Э2СХ 2 к2\д2иуаа^ + 6^г + (а + =
2д2и„ . 2 ,2^(4, дТ д2иу 

а^+ь~Ы+{а ь}д^+ъэГ-ы-

(1-5)

(1.6)
где а коэффициент температуропроводности. В общем случае к (1.6)следует добавить уравнение диффузии для концентрации. Для жидкости внутри трещины |у| < I) можно также использовать уравнения движения термодиффузии. В целях упрощения принимается указанное единство температур в термоупругой среде и жидкости. Тогда для жидкости можно записать уравнение для концентрации примесей с учетом термодиффузии

дс дс „ / д2 &\(КТ Д
01 + 1/0 дх ~ ° Ьа? + ду2) V + То / = Т(х.0Л'). (1.7)

Граничные условия контакта среды и жидкости после линеаризации [1). с учетом также механического наращивания будут при у = О
диу дТ 1 дС к'а 

у=оЛ1— - коуу,
(1.8)

где «у = 1/060 — исходный поток жидкости, примесей, взятая на границе трещины, I) -

А! = -р31). ря - плотность коэффициент диффузии, А
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— трибологическая постоянная границы трещины или наращивания ееповерхности, куда можно приближенно включить и слагаемое от баро- 
_ дР о,диффузии, полагая = -Р, — » —и обозначая К{ коэффициент 

оу ©огоризонтального износа среды. Кроме того условия ставятся лишь на верхней границе трещины в силу симметрии, когда при у = 0, х < 0 иу = 0, аху = 0.Для полной формулировки задачи (1.7), (1.8) в термоупругой среде, т.е. при у > 0, следует решать эти уравнения совместно с (1.7), дополняя граничными условиями при у — 0 для Т и с [1]. Чтобы не загромождатьрешение и облегчить обратное преобразование по Лапласу по £, можно, взявупрощение (1.4), решать (1.2) и (1.8), в котором приближенно —С/ Jb Iгде I - характерная средняя длина вдоль трещины. Диффузионный поток 
дсAt — приближенно считается известным и равным -io//(z)/7(i), «о = const, 
оузначению во входном сечении трещины. Уравнение диффузии при этом не используется, а заменяется предположением о примерно постоянном диффузионном потоке твердых примесей в жидкости к трещине. Граничныеусловия дают

эиу dUx дЦД , . гг, хт7^\
~=Г + “Г ” гоЯ(т)Я(«) ֊ 
дх оу /

К&УУ

Рз
(1.9)

где Н(1) = 1, ( > 0, Н(1) = 0, < < 0, есть единичная функция Хевисайда.Задача (1.2), (1.9) для 1/х, иу при у > 0 является замкнутой. В общей постановке без пренебрежения теплопроводностью ее можно решать также и для случая осевой симметрии, характерного для многих биомеханических проблем.2. Решение задачи при наличии трения п наращивания примесей на границе трещины. Уравнения термоупругости в перемещениях для изотропной среды в плоском случае имеют вид
-I&U։^.2д2их у2.д2иу д2их 
а яТ+Ь - ~ал

дх2 оу2 охоу ot2

d2Ux 
dt2

(2.1)
где (а2 = а2 + (5).Граничные условия на трещине (z > 0) и вне ее (z < 0) с учетом 

дснаращивания трещины за счет примесей в жидкости концентрации с, =г &с const, -г0 = pD—, 
оу

постоянного диффузионного потока примесей в жидкости,
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имеют вид
у = О
ди.

, х < 0; 
ди.

дЩ
2р ду дх 
' К(а2 ֊ 2Ь2)р

Ксгр

Рз

I Рз

х > О 
ду ра

дЦ. 
дх

(2.2)
— с„ иоЬоУР—-------------- ; при этом учтено уравнение наращивания

с^1 &Р&и . П ди* А ПНачальные условия нулевые: их = —— = 0, иу = —- 
их = и,иу= V. *

л р. №'= 0. Обозначим
Решение ищется методом интегральных преобразований Лапласа по I и Фурье по х. Обозначив через 17, V преобразования Лапласа по I от и, V и через и, V — преобразование Фурье по х от и, V, можно записать

(2.3)
где 5 = — га), через 5 обозначается параметр преобразования Лапласа Кроме того _ _^1 = ^֊(71, 1'г =-=-^'2, (2-4)а /32Подставляя (2.3) в (2.2) и обращая преобразование Фурье по х, можно получить

V, + 72 = V՜, рЬ^и. + в2и2 + аУ՜)^ (2.5)
$(1Ц + и2) = —а՜ + П*, «(^1 + = ֊А֊2։а({/1 + ^։)՜

Рз __
- К3(г0}V, + »^7։) ֊ + П;•

— ОО
Ко2

27Г ] о
1 Г_ - . К (а2 - 2^)р|р=0е',О1с(1, V՜ = т՜ / Иг-ое ՝ахЛх‘ рг 27Г у гиндексом (+) обозначены функции, аналитические в верхней по у функции, аналитические в нижней полуплоскости.Подставляя (2.4) в (2.5), получим систему уравнении Винера . оп ао, а индексом (-) —

<։п<тх» + а1։' ’
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<121^ + а22^ + Во =
П+ & 
я

(2.6)
з(о2 + Р1/32) К\ & заЬ2(^ — 2а2 — 2/^^2) йи2р^ р/ а'2 ~ ш20^

Кза(а2 + । А'за(/?1 — /?;)
Ш2Р010У М2р0*го2А^2(^ - 252 - 2/Щ 3^ гКз^Ю ~252) + 2^&) 

О220г
до =

______ го_____  2тгга5р,,3)+где использована факторизация 0Х = /З^ .Систему (2.6) Винера — Хопфа можно привести к задаче Гильберта
Ф+(о) = С(о)Ф (а) + р(а) (2.7)

0(5) = ( а" “12 , Ф<֊(5) = ( СТ ) Л Ф՝(5) = ( , 3(«) = ( °\ <^21 ^22 / \ \ / \ 9о\ / \ р} / \ / \при |5| я: оо ап = 012 = 0, ац = О,
(/<2 + К3Щ2

аз2 =-------- -2-------- (2.8)
Решение задачи (2.7), ограниченное на бесконечности, дано в [8] в виде

Ф(а) = (Х+«)]-‘р«)< (2.9)
где матрица-функция Х(») удовлетворяет однородным уравнениям

Х+(а) = 6'(а)Х~(а), 0(5) = Х+(5)[Х-(5)]-'. (2.10)
Как показано в [5], уравнение для Х(а) можно записать в виде системы Фредгольма

Х՜^ в 1(а)?(^-~£(^Х~т = 7(а), (211)у — о
-ООгде 7(0) есть асимптотическое поведение матрицы-функции Х(а) при а —* оо.Уравнение (2.11) с учетом (2.7) имеет вид

уи(£) г/и(£) )1/21(0 У22«) / - ------------------------- = 7 (а (2.12)
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где X (л) = г/и(а) 
Уп (а)

Уи(л)

Уп(а)
, Е - единичная матрица,

d(a)c„ = а22(а)а„(С) - а12(а)а21(<), d(5)c12 = - а12(а)аи(<),
d(a)c2i = ап(а)а21(<) ֊ а21(а)ап«), d(a)Cj2 = а1։(3)022(<) ֊ а21(3)а,2(<)'

Обозначим (213)
(л) = х2։ *12*22 (2-14)Как видно из формулы для С(о) (2.7),

/ Р*

при
(а) = (215)(К2 + Кз)г62и можно считать, что в силу (2.10)

(а) = (а).
При э том в (2.12) 7(о) ~ Х"(а) дается формулой (2.15), 7(а) = const.Тогда (2.12) и (2.14) дают, в частности, при а —* ос

Рз
К}О

(К2 + K3)ib2
(֊а

(2.16)

1 0О 1

О

0

О
а

где Х~(а) дается (2.15).Переходя к обратным преобразованиям Лапласа и Фурье, при у = 0, т — ( ՛ получим оо оо= Не—з— / [ ■._______—Ль
2^֊Vir(12)Ki_Jx J - t, - <i) (2.17)

где *12 дается (2.12)-(2.14).3. Решение задачи наращивания границы трещины в отсу тствии трения. Рассмотрим следующую граничную задачу для изотропном упру т ой среды 0):
аху = 0, -оо < х < ооV = 0, х < 0 (3
dV (К(а2 - Ъ2)р 1 dU _ ( К&Р + Л _ 1£я(х)Н(<), * > 0.
dt ^\ ^^Jdx V pa У &У Р>157



Решение ищется методом интегральных преобразований Лапласа по I и Фурье по х. Обозначив через [7, V преобразования Лапласа по I от (Л V и через Сг, V - преобразование Фурье по х от V, V, можно записать
(3.2)%

где 5 = -ы есть параметр преобразования Лапласа. Кроме того
(3.3)

Подставляя (3.2) в (3.1) и обрашая преобразование Фурье по х, можно получить
У1+1/2 = V֊, (31и1+02и2 + аУ- = 0, (3-4)

= —/<2։а(Г։ + Г2) - /С3(։Д։Г, + гДД) - ֊֊
2тггазр

+ И 2,О   __ оо  _где П2 - £ ]■ (1/1 + кг2)|։,=ое֊Я1</.т, V՜ - ± / У1у=ое~‘31(1х; индекс (+) дает -оо Офункции, аналитические в верхней полуплоскости о, а индекс (-) - функции, аналитические в нижней полуплоскости.Из (3.4) с учетом (3.3) получим уравнение Винера — Хопфа
П2 - = гЯ(а)р2С0У-, (3.5)2тгга$р5где а2Л'2(/?2 - а2 ֊ 23,/32) 4֊ К30х(0} (/?2 ֊ о2) + 2«2/32)

^01^2^0

(3.6)Функция Н(а) в комплексной плоскости о имеет два чисто мнимых и два вещественных корня: ±а2г, ±си и 7?(а) —► 1 при а —* оо. Для факторизациифункции Л(о) введем следующую функцию:

Тогда можно получить
Л-(а) =

Г(а) = ВДЗД- 4--^ (сг — О]) (о
О (о)(а - О])(а — а2г) Я(а)Л֊ (а)’

(3.7)
(3.8)
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■̂ 01 - 2(Кз -агс1£ (А'з(/3,)2 — )(<2 - С ~ о
— / агс€е

У 

!£ 
Ъ

Ь2

Уравнение (3.5) Винера Хопфа решается известным методом в виде [9]
^2 = -֊—

2тггазр
ЗДА'+($)

У~ = *о2то5р,#(О)Я+(О)0;(а)Л-֊(а)Со՛
где /?2 п —2՜. с։ = а, С2 = Ь. и, переходя к безразмерной 

Сппеременной а_ - С -
—а и новым обозначениям ( = 5

О1֊. 02 = 02֊ получим 
а а

Со

а
2 а - -- т.

а

а

(о) = ехр агс(£ (1С

ОО+ - / агсСй 7Г У
ь

62(/<з«2 - 1) - К2С2) ( 2<2 ~ тъЬ2
С.0ОСО1 8 Г 10

€»■ 10
У 10
2 г 102Г

10
0.00001 г

10
Рис. 1. На оси ординат -Обратное преобразование Лапласа и Фурье от (3.5) дает (3.6), зап
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в форме Смирнова — Соболева! 10], и при у = 0 имеет вид? л (1 £Лс-(0)а,а2А/1 ֊ - 
Р,а

а иг а1--------- О] Ы \п------- а2г I о а1

а

^С-(0)аю2
V = хНе ------- Г— а!

(а' - а1)(а - а2г)аС~(а)’ (3.9)
а

о
Сделаны расчеты для функции (3.9) апри т = 4, К2 = 0.00058, КзО] = 0.99999987, а2 - 13333.3326 и построены графики(рис. 1, 2), = 0.00062, где взятоА: = Й~ \ П5 ■ а = 1000 
р3а 2 • Ю5 см Го

а 2104’

Рис. 2. На оси ординат ֊, на оси абсцисс
Как видно из рис. 1, ускорение -г^У трещины везде положительно. Из ш2рис. 2 следует, что при 0 < — < 0.25 — > 0, а при 0.25 < — 

а! х а1
ширины трещины = Ьц + У уменьшаются. Взяв очень тонкую микротрещину~ Ю 5см, можно видеть, что, в частности, при — 

а1
-7 • 10 6, условиезалечивания Ь[ — 0 имеет вид 10 5 — 7 - £ • 10 3 = Ои при с трещиназалечивается в точке х = - см.7Следует отметить, что на рис. 2 вблизи фронта волны наблюдаетсянерегулярное изменение кривой, которое можно изучать методами (5).

Институт механики НАН РАГорисский государственный университет
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Член-корреспондент НАН РА А Г. Багдоев. А. Н. Мартиросян.

А. С. Динунц, А В. Давтян

Исследование задачи о залечивании трещины в термоупругой среде

Рассматриваются задачи о наращивании слоя примесей, содержащихся в жидкости (флюиде), поступающей в трещину в термоупругой плоскости. Основное внимание уделено эффектам термодиффузии и термоупругости в среде. Решена нестационарная задача термоупругости при смешанных граничных условиях на 1ранице трещины с учетом наращивания на ней среды за счет осаждения примесей
թղթակից անդամ Ա. Գ. Թադդոեւ. Ա. Ն. Մարտիրոսյան,Ա. Մ. Դինունց, Ա. Վ. ԴավթյանՋերմաաոաձգական միջավայրում ճեղքի բուժման խնդրի հետազոտումը

Դիտարկվում են ջերմաաոաձգական հարթությունում ճեղքի մեջ թափանցող հեղուկում պարունակվող շերտի խտացման խնդիրները: Հիմնական ուշադրությունը ղարձվել է միջա­վայրում ջերմադիֆուզիոն եւ ջերմաաոաձգական էֆեկտներին: Լուծվե( է ջերմաաոաձգակա նության ոչ ստացիոնար խնդիրը ճեղքի եզրին տրված խաոը եզրային պայմանների դեպքում' նկատի ունևնարւվ միջավայրի աճեցումը եզրին խառրնուրդների դեպքում:
Corresponding member of NAS RA A G. Bagdoev, A N. Martirosyan,A S. Dinunts, A V. DavtyanInvestigation of the Proble of Closing the Crack in the Thermoelastic Media

The problems of rising of layer of cristallins, constaining in fluid, entering in a crack in thermoelastic plane are considered. The main attention is paid to the effects of thermod- iffusion and thermoelasticity in media. It is solved the unsteady problem of thermoclasticit\ in mixed boundary conditions on the boundary of the crack, taking into account the rising of the layer of cristallins from mixture.
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