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Пусть D — единичный круг на комплексной плоскости, H(D) —множество всех голоморфных в D функций. Предположим, что Л —монотонно растущая, неотрицательная функция на [1, +оо). С функцией Лсвяжем класс /еН(Г);!/(*)!<етр QA
Если / е Н(О), то символ 2/, как обычно, будет означать множество нулей / в О. Углом Штольца будем называть угол раствора меньше тг, с вершиной на окружности, биссектриса которого проходит через центр крута. М.М. Джрбашяном в [1] доказано, что если А(€) = 1п£, / 6 0 и 7/находится в некотором угле Штольца, то

£(ւ-Խ)<+«>- (1)
В [2) установлено, что если 2/ не находится в углах Штольца, то для Л(<), А(£) Т 4-ос, (< —» +оо) существует функция / € Х£°, / 0, такая, что ряд (1)расходится. Хейманом и Коренблюмом в [3] доказано, что если1/2

dt < 4-ос,
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то для всех /, / е Хд°г /0 0, нули которого находятся в угле Штольца, условие (1) выполняется. Если же Т = +оо, то такое утверждение может иПорядком ункции А будем называть следующий предел:не иметь места. При 1 < аА < Ч-оо^ полная характеристика нулей ункциикласса Х£° получена Ф. А. Шамояном в [4]. При аА = 1 и .7 = +оо один важныйрезультат (но не полная характеристика нулей класса Л£°) получен в работе[51- В настоящей работе также исследуются нули функций классов X™, когда 
ах конечна. Но сначала доказывается теорема, которая является следствием неравенства Йенсена. Отметим, что здесь аА может быть как бесконечным,так и любым положительным числом.Теорема 1. Пусть к(г) — А (------\ 1 — г — неотрицательная, монотонно

растущая, дважды дифференцируемая функция на [0,1) и также является

монотонно растущей функцией. Тогда, если } е /0 0, топ(г) < const k'(r), (2)
где п(1) - число нулей функции } в круге |г| < I.Замечание. Когда оА конечно и положительно, то (2) можно написать ив следующей форме:

. ч . к(г) 
щт) < const------- .1 - г (3)При 1 < аА < +ос такой результат получен и в [4].Доказательство. Если / € X™, / ^ 0, то из неравенства Йенсена имеем

Г

О

const А
Отсюда следует верность следующего неравенства:

dt < const А 0<т<.г + с< 1.
А из последнего следует, что

п(х) < const • inf е>0Но так как с > 1 — е~е, то получаем
п(х) < const • infО0 0<Х<х+£< 1.
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Пусть V’(i) “ In , тогда (4) примет вид:
^(х+г) 

п(х) < const • inf---------v ~ f>0 1 - е~€ 0<х<х4֊е<1. (5)Нетрудно убедиться, что написанная в (5) нижняя грань достигается в той точке ех, где выполняется следующее равенство:
(6)

Из (5), используя (6), получаем
Но 1 - е

п(х) < const • e0(z+£x)1 - (7)
, следовательно из (7) имеем

п(т) < const чЩх 4- Ех) • . (S)Пользуясь (6) и теоремой о среднем, можем написать
Г(«)1

= ехр
А это означает, что

&<л)

0'(е) ’

■ф'(х 4֊ Ех) < const •'ф'(х). (9)Из теоремы о среднем, используя (6), также имеем
expip(x 4- £х) = (ехр^(^)) ՛ схР(£:х^(^)) - < (cxpi//(x)) • exp i//(x 4- ех) • In (1 4֊
= е^ж) < const

Таким образом, получилиехр + с*) < const ‘ ехР (Ю)
Из (8), пользуясь (9) и (10), получаем

п(х) < const -il/(x) -е*(х).115



Откуда, используя вид функции V». получаем
п(х) < сопз1 АЗначит, утверждение теоремы верно.Теорема 2. Пусть к(г) = Х(-------), г € (0,1), — неотрицательная,1 — т

монотонно растущая, дважды дифференцируемая функция конечного порядкаод. Тогда, если / € 0 и {г^} являются нулями этой функции, то для 
любого 8, з > 1, и для любого натурального числа т выполняется следующее
условие:

(11)
где 1п; х = ]п(1п,_! гг), 7 > 2, 1по т — 1, Иц х = 1п х.

И обратно, если для некоторого натурального число т и для некоторого 
числа з, з > 1, выполняется условие (И), то существуют /,/ £ 0 из класса 

и последовательность {з£}, такая, что |^| = |г*;| и /{^к) = 0.Доказательство. Для доказательства первой части теоремы заметим, чтоу___________________ !_- Ы___________________ => т—1 / \ / ✓ \ \ 5к=1 • Н Ц (147*1(т47й))1 ' (12)[ 1 ֊ I J / X= / ------- —----------------------------- </п(0.о Щ)- П 1пИтЬ) (1пт(1Ь)Г>1Интегрируя по частям и пользуясь результатом следствия теоремы 1, нетрудно доказать сходимость последнего интеграла. Откуда и следует, что первая часть теоремы даказана.Теперь докажем обратное. Пусть для некоторого натурального числа т и для некоторого з, з > 1, выполняется условие (И). Тогда из (12) следует, ^(0что можем взять п(£) = у—М.М. Джрбашяном [1,6] введено следующее бесконечное произведение:
причем установлено, что оно равномерно сходится внутри крута О, если имеет место следующее условие: £(х - |г*|)“+2 < +оо.Л=1 (13)
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В этих работах особо отмечено, что при целых а, а = р произведение?rp(z, zk) принимает вид
• ехр

Как ив [4], введем в рассмотрение следующие прямоугольники:
—2к < I < 2к ֊ 1; h = 1,2,...

(14)
В круге |z| < 1 — опенку 1 2k+i для количества точек zk будем иметь следующую

(15)
Так как Л — ЗЁункция конечного порядка,1

I А(2*+1) = Х(2 • 2*) < const-2* • А(2*). (16)Учитывая этот факт, из (15) получаем
п < const. 2к ■ А(2Л).

Это означает, что можно выбрать последовательность {^} такую, что |41 = |г*|,а аргументы точек z'k такие, что во всех прямоугольниках (14) количество точек 
zk не превышает const A(2fc). Тогда выбранная нами последовательность {z^} такая, что для некоторого натурального числа m и для некоторого числа s, s > 1, имеет место (12) и количество точек z'k в каждом из прямоугольников Л*,/ не превосходит const А(2*). Теперь рассмотрим произведение М.М. Джрбашяна, нулями которого являются выбранные нами точки zfk.* В [4] (с. 416) доказано, что если 0 < < +оо и {^} С Р последовательность точек, число которых в каждом прямоугольнике пс превосходитconst-A(2k), то произведение ttq(z, zn) принадлежит классу Х£° для всех о >

Таким образом, вторая часть теоремы тоже доказана, следствием этой теоремы является следующее утверждение. Прямым
Теорема 3. Пусть К (г) п Ki(r)

то
две неотрицательные, монотонно растущие, дважды дифференцируй мые ։. Х(г) 

Тогда, если Ьт ֊функции конечного порядка на [0,1).
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существует функция /, / 0, / € Х^, такая, что каждая функция 9. 9 е Х%,
имеющая те же нули, что и тождественно равна нулю.Доказательство. В качестве функции / будем брать построенное намипри доказательстве теоремы 2 произведение М.М. Джрбашяна. Заметим, чтомы брали п(г) = Но из следствия теоремы 1 следует, что ни однафункция д из класса Х^}, за исключением д = 0, не может иметь столько нулей в круге |г| < г. Теорема доказана.Заметим, что когда т = 1, теорема 1 принимает довольно простой вид, удобный для применения, так как в этом случае (11) примет вид1 ~ 1гп| А'(|^|) • 1п’ < -Ьоо, з > 1. (17)
Пусть, как и в [5), Г ( А (—)\1/2 ■7(г)=/ ֊֊֊^ Л. г €(0,1). (18)у \ 1 ” I / О 4 ЛТогда справедливо следующее утверждение:Теорема 4. Пусть К(г) = Л(—֊—), г € [0,1), неотрицательная, \ 1 — ту 
монотонно растущая, дважды дифференцируемая функция конечного и 
отличного от нуля порядка. Тогда существует /, / С X* / 0, /(г*) = О,
такая. что каждая функция д, д е Х%°, для которой. </(|г&|) = 0, тождественно 
равна нулю.Доказательство. При 1 < < 4֊оо такой пример приведен в [4]. ПустьаА = 1 и 7 = 4֊оо. Нетрудно убедиться, что существует последовательность {ид} такая, что ряд (16) сходится и

____________________ 1 - 1**1____________________  
т — 1№п|))2- П 1п;(.7(|гп|)) • (1пт 7(|гп|))‘ 5=0В качестве / возьмем построенное нами при доказательстве теоремы 2 произведение М.М. Джрбашяна. Из результата [5] следует, что любая функция д, д е ХУ, для которой р(|^|) = 0, тождественно равна нулю.Теперь пусть I < 4֊оо. Тогда существует последовательность {гк} такая, что ряд (16) сходится, а ряд (1) расходится. Как и выше, в качестве / будем брать произведение М.М. Джрбашяна, построенное в теореме 2. Тогда, если 

9 С Х^, </(1^*1) = 0, то д{г) = 0.Теорема доказана.
Государственный инженерный университет Армении
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Р. В. Даллакян

О нулях функций классовПолучена характеристика нулей функций класса Х?> когда Л являетсяфункцией конечного порядка, и как следствие приведена одна теорема единственности для этих классов.
Ռ. Վ. Դաւլաքյւսն %յ°-դասի զրոների մասին

Տրված է X™ դասերի բնութագիրը, որտեղ A-ն վերջավոր կարգի ֆունկցիա է, եւ որպեսհետեւանք բերված է մեկ թեորեմ այդ դասերում միակության մասին:
R. V. DallakyanAbout the Zeros of XJ° ClassesThe characteristic of the zeros of X^ classes is given in the word, where A is afunction ot bounded order and as a consequence it is given a theorem of the unity for these classes.
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