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Введение. Одним из актуальных вопросов несимметричной теории упругости является построение прикладных теорий тонких балок, пластин и оболочек [1-6 и др.].В работах [7-9] на основе асимптотического анализа двумерной и трехмерной граничных задач, в зависимости от значений физических безразмерных параметров материала, построены общие одномерные и дву­мерные статические и динамические модели упругих тонких микрополярных балок и пластин и общих двумерных статических теорий микрополярных гонких оболочек.Е> данной работе построены общие динамические теории упругих микре полярных оболочек.1. Постановка задачи. Будем рассматривать оболочку постоянной толщины 2/? как трехмерное упругое тело. Тензорные уравнения динами­ческой задачи несимметричной теории упругости с независимыми полями перемещений и вращений (НТУ НППВ) имеют вид [10]:уравнения движения
ТПП I zanm^/T _  . <9 LU

4-е 6ր^ = յ-^շ-,соотношения упругости
°тп (м-Ьл)7тп-Ь(д-а)7птп4֊А7^бпгп, Щпп = (7+е)кТПП

4 (^/ •- )^Т17П r 71 ГП I (1.2)154



геометрические соотношения
Утп ֊֊ - вктп^, тппЗдесь аптп, цпгп кон Iравариантные компоненты силового и моментноготензоров напряжений; ^гпп, ктп — ковариантные компоненты тензора деформации и тензора изгиба-кручения; ип - ковариантные компоненты вектора перемещения, - ковариантные компоненты вектора независимого поворота, Л, ц, 0, 3,7, г ~ физические константы микрополярного материала оболочки, р — плотность материала, У — мера инерции при г ращении Индексы т, 71. к здесь и в дальнейшем принимают значения 1,2,3.Стнесем оболочку к триортогональной системе координат ап, принятойв теории оболочек 111 ], и перейдем к изическим компонентам для указанныхтензоров и векторов, но обозначения оставим прежними.К определяющим уравнениям НТУ НППВ (!.!)-(1.3) присоединим соот­ветствующие граничные и начальные условия.Для граничных условий на лицевых поверхностях оболочки примем граничные условия первой граничной задачи НТУ НППВ, которые можнозаписать так
^Зп — Мзп = при а3 = ±Ь. (1.4)Граничные условия на поверхности края оболочки Е Е1 иТ в общем случае представляют граничные условия смешанной граничной задачи НТУ НППВ

£гтпГ1т — Рп’ Ртп ^71 п НВ Е1, Тп I п , НВ Ео. (!.•>)При помощи начальных условий, при / = 0, задаются значения компонентов вектора перемещения, вектора независимого поворота, линей­ной и зращательной скоростей точек тела: 
^и|4=0 — /п (<*1 , О2, (>з).

д\'п а(О],О2.Оз),

<аЛ=о = ^п(О1,02, Оз), = Фп(О1,02, Оз),где /п, ТП,^П,ФП — заданные функции в области трехмерной оболочки.2. Преобразование уравнений НТУ НППВ. Асимптотически։! метод. Д.\я удобства введем ттп — несимметричный тензор силовых напряжении [12] и ртп — аналогичный тензор для моментных напряжении [10].Рассмотрим задачу сведения трехмерной динамической зеками не­симметричной теории упругости для тонкой оболочки к двумерной на основе асимптотического метода с пограничным слоем, включая вопрос оо Удовлетворении граничных и начальных условии [11 13]- 1 1 1՝155



указанная проблема тесно связана с построением внутреннего итерационного процесса, который представляет двумерную задачу.^дя этой цели в трехмерных динамических уравнениях несимметричной теории упругости (2.2), (2.3) перейдем к безразмерным величинам и выполним замену независимых переменных (координат ап и времени I)՝.

а, = ЯА՜^, а3 = ЯЛ՜?, < = А“-т. со (2.1)Здесь величина си характеризует изменяемость напряженно-дефор­мированного состояния (НДС) во времени, величина р/1 характеризует изменяемость НДС по координатам; р,I — целые числа, I > р > 0; Л — большой постоянный безразмерный геометрический параметр, определяемый формулой К -- ИХ՜1. ।При определении НДС оболочки большую роль играют значения физических констант микрополярного материала оболочки. С этой точки зрения введем следующие безразмерные параметры:
рс2о Кгрс1' Я2рс$' К2рс%' (2-2)где Н — характерный радиус кривизны срединной поверхности оболочки, со — некоторая характерная скорость (например, скорость продольных возмущений в длинном упругом стержне по классической теории упругости).Цель статьи — следуя асимптотическому методу при построении внутренней задачи, приближенно свести трехмерные (с независимыми переменными и времени т] уравнения (1.1)-(1.3) к двумерным уравне­ниям (с независимыми переменными (1 и(2и времени т).Обращаясь к изучению краевых микрополярных упругих явлений, будем снова отправляться от уравнений трехмерной динамической теории Н1 > НППВ 11.1)֊(1.3). Будем считать, что поверхность края оболочки Е, вблизи котоэого необходимо исследовать напряженное состояние, задается уравнением о։ = о10, и введем замену независимых переменных (координат и времени) по формулам:

<*1 — О1о = ИХ = ИХ р^2, аз = ИХ I = —т, (2.3)где величины /?, Х,1,р, ш имеют тот же смысл, что и при изучении внутренней задачи.Решение* пограничной задачи должно удовлетворять однородным гранич­ным условиям на лицевых поверхностях оболочки а3 =<?зп =0, рзт = 0. (2.4)156



Пограничный слой вводится для того, чтобы на основе сращивания внутренней задачи и погранслоя было возможно удовлетворять гэаничным условиям трехмерной микрополярной теории (1.5) на поверхности края оболочки 53.Для удовлетворения начальным условиям микрополярной трехмерной теории (1.6) следует в четырехмерном пространстве ап, I считать плоскость 
I = 0 своего рода границей и ввести понятие погранслойного явления около этой границы [13]. На основании такого подхода введем в рассмотрение дополнительное напряженно-деформированное состояние, имеющее ту же изменяемость по координатам, что и внутренняя задача, а по времени — большую изменяемос ть. Такое НДС вызывает высокочастотные колебания по толщине оболочки, наиболее отчетливо проявляющиеся в переходный момент времени — с начала движения до установившихся динамических явлений, определяемых по теории внутренней задачи (прикладной-двумерной теорией).3. Прикладная-двумерная динамическая теория микрополярных упру­гих тонких оболочек с независимыми полями перемещений и вращений.Будем предполагать, что безразмерные изические параметры (3 1) имеютзначения:

рс1 ~ *’ ~11 ~1։ /?2рс2 (3.1)Числа ш и к выбираем таким образом, чтобы в асимптотических приближениях £ получились непротиворечащие уравнения и чтобы инерци­онные члены входили в систему уравнений исходного приближения Таким образом получим: и = I — р, к = 21. (3.2)Для величин внутренней задачи в трехмерной области оболочки с асимптотической точностью О(ХР՜1) получим следующие асимптотические представления: 
V, = ЛА'֊р(1<04 А֊'+сС1<1), У3 = ЛА'֊2₽+с(1''3°4-А-'+2։’ и/, = А'՜'" С(у,°+А՜

Лз = Р^А'-₽+е(т?3 + А“'+2'”с<Тй)(* ~ 3)՝ + Х՜'^ ~ 3)։тзз = А>Ф‘(тм + + А-'^Ч’ти), Кзз = ЯрсоА°(‘/м + <>зз + А Мр՜ '֊’"•з՝’где с = 2р ֊ I при I < 2р, с = / ֊ 2р при 2р < / < 4р. с - 2р при / > 4р.Исполь^ем понятия усредненных силовых и моментных напряжении [10], а также перемещений и независимых поворотов точек срединной
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повер?сности оболочки:и։ — \',|<;=о, и՛ — — Гз|<=0, Г2։ — си,|(;=О1 Г2з — —^з|(;=0. (3.4)Как главный результат на основе построенной внутренней задачи, на уровне асимптотической точности О(ХР՜1), получим систему разрешающих уравнений прикладной-двумерной динамической теории микрополярпых тон- ких оболочек с независимыми полями перемещений и вращений:уравнения движеният>. Т22 1 Гд(.42Мз) . +75- + 7Г + ТТ —я------- + —я-------- + Чз ) =Л Л2 А1А2 <701 О1А» «■1 дТ.։ 1 ЭЛ,- _ _ . 1 дЗ,г 1 дА,.Г1 . . , _ч _ . д2и,
ТУ; + л^^‘(7('_г")+а’^"+ал^;(5><+^)"(9’ +9,} “ р1~дё1 с'Л„ 1 дА, 1 дЬ„ 1 дА,Л, да. /1։Л7 да. А, да, А,А, да, 

.. д2п
д12^22 1 ГЭ(А2Л1з) д(Л1£2з)1 с \ г + □_ г՛/а^2^3

у+ -й; + уу [-&Г՜ + “ау՜]~ (՝2 ‘ 521) + (тз + тз >=соотношения упругости
Л, = |Г„ + 1/Гп), = 2/1[(д+а)Гц + (д-а)Гя], £ч = 2Л[(7+£)х,> +(7-е)х>.|,

г _ од [ 4’>'(<3 + 7) а. 1 А"1՜՜ [ /3 + 27 *" /3+27И Л/3 + 27(7Пз з)’ ՝

= -2Л Г13 - ^зi,а + /1 а 4- /1
4у€ — €Л։3 = -2Н—-—х»з + ——Ь3։, ^зi = Д(д։+ - д՜), £3։ = Д(т,+ ֊ тх ), 7 т £ 7 4֊ Е

(3.6)
геометрические соотношения1 диг дА1

АгА] да3 1 ди)
7' = ~Т,да<

1 ди} 
Аг да,г ъ 1

1 дА՝
А՝А} да3

дАх
А. даг Аг А] дaյн, ^з - усредненные

д^1, 
да.

_2_дАо _£?з
А,А, да, 3 /?։1 дП3 0։

Х'3 А{ да, R, ’усилия; Ь1г, Ьг3 — усредненные

ш

моменты; Г, , Гу, Г։з — компоненты тензора деформации, х»ь X»3 компоненты тензора изгиба-кручения на срединной поверхности оболочки.
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ДЯ з того, что изменяемость рассматриваемого погранслоя но времени соответствует изменяемости внутренней задачи (т.е. полученной двумерной теории (3.5).(3.7)), построенный погранслой будет квазгстатичес­ким, в результате, в уравнениях погранслойной задачи инерционные члены не будут входить в уравнения на уровне асимптотической точности О(АР՜'), а в высоких асимптотических приближениях время т будет присутствовать как параметр.Изучая взаимодействие В1гутренней задачи и погранслоя в рамках асимптотической точности на граничном контуре Г срединнойповерхности оболочки получим те же двумерные граничные условия, что и при статической задаче:
/»

711 |г = У

-ь

л (3.8)
л Л К7ц |г = У 712|г = у Ь1з|г = — пГ3(1с13.

—И —КНам остается выяснить, какие начальные условия необходимо с (юрмули- ровать для прикладной-двумерной теории (3.5)-(3 7) микрополярных оболочек со свободным вращением. Для этой цели рассмотрим соответствующий временной погранслой около границы I = 0. Для этого дополнительного НДС изменяемость по координатам такая же, как для внутренней задали, и в то же время имеющая большую изменяемость во времени, т. е. л = 0. Таким образом для определения компонентов векторов перемещения и независимого поворота на уровне асимптотической точности О(ХР 1) получим урат нения
ТП

’ЭС2

X2
1

Ь2т дт2

1 дл
— ~^֊г = °’ = а2 = V/1 + °֊ аз =4, дт2

(3.9)
Из тех же уравнений для рассматриваемого случая, определяя силовые (т3т:тзз)՛ и моментные (д5т,Мзз)* напряжения при отсутствии них .-к с напряжений при £ = ±1 на уровне асимптотической точное!и (>1 \ |1( V՝ 11,41граничные условия:
Таким образом, ного погранслоя) на

-о — 1с֊±1=0. (3.10)|<=±1 и>построение указанного дополнительного НДС (вре.мен- уровне асимптотической точности О(Л" ') сводится к 
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реше> ию волновых уравнений (3.9) с учетом граничных (3.10) и начальных условий (последние пока будем считать произвольно заданными).Лак как все шесть уравнений и граничные условия (3.9), (3.10) в математическом отношении идентичны, рассмотрим одно из этих уравнений и граничны* условий в общих обозначениях
Э2и 1 д2и _ 
дё ~ ~0,

ди 
дС

(з.п)

к которым присоединим также начальные условия:
и = Г(С), (3.12)

где будем считать, что функции /*«) и Г*«) — наперед заданные функции в интервале |-1;1]. Общее решение начально-граничной задачи (3.11)-(3.12) (на основ։? метода разделения переменных) можно представить в следующем виде (14):
1 1

и = ио + щт + и', где и0 = | I /'(<№, Щ | (3.13)“к/ 3
-1 -1а и' — чисто осциллирующая часть решения.Для того чтобы решение 1/(£,т) являлось чисто осциллирующей во времени функцией, необходимо и достаточно, чтобы г40 = 0, щ = 0, т. е. чтобы средние значения начальных данных (3.12) обращались в нуль, на основе чего получим [14]: ’’ ' V

1 1У = 0, У = 0. (3.14)
֊1 -1Условия (3.14| принято называть условиями осцилляции.Теперь на основе условий осцилляции (3.14) можем сращивать решение внутренней задачи (прикладной-двумерной теории (3.5)-(3.7)) с решением временного г огранслоя, для удовлетворения заданным трехмерным началь­ным условиям (1.6). В результате для прикладной-двумерной теории (3.5)-(3.7) получим следующие начальные условия:

/з^оз»

Фпб/о3

/։с/оз,
4=0

4=0

с/оз,
4=0

(п := 1,2,3).
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г Т.։ким образом система уравнений (3.5)-(3.7). граничные (3.8) и г ачальные (3.15) условия определяют математическую модель динамической теории микрополярных упругих тонких оболочек с НППВ4. Прик ладная-дву мерная динамическая теория микрополярных упру­гих тонких оболочек со стесненным вращением. Предположим, что безразмерные физические константы материала оболочки (2.2) имеют значе­ния:
Л в г—- 1 ----------- _ у _ \-2/л - \֊2СР'-о ' К2рс% " И2р(% ' ՛"՛ №рс2~Хгде ~ 1.Сформулируем сначала внутреннюю задачу на уровне асимптотической точности О(Ар_/). Для чисел ш и к в рассматриваемом случае получим

ш = I — с, к = 2р - 2с.Качественной стороной построенной асимптотики является то, что повороты точек срединной поверхности оболочки связаны с перемещениями этих же точек (как в классической теории упрутих оболочек).Введя усредненные силовые и моментные характеристики [10| и ис­пользуя обозначения (3.4), как главный результат, исходя из построенной асимптотики (4.1), (4.2) на уровне асимптотической точности О(Ар /), получим систему разрешающих уравнений прикладной-двумерной динамической тео- рии микрополярных упругих тонких оболочек со стесненным враще нием:уравнения движения
?22 д{А2№\з) д^А^зз)

.41 да. А,А, да,

Ф да,
I,• • •
II

дсп1 дЗ},
+ А3 да^1 дА^

А,А) да,— ^1(1.4 ։ А 7 да}

да21 дА, 
А,А} да}

^2рЬ~дЁ

2ЕИ.

■ О ֊ (-1У + (т>соотношения упругости
Л= ^.[Г12 + Г2,] + (֊!?;

= 0;4, да ,

и

дА,

л

2Е1г՝ ЕЙ3
и
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^33 —

2/1 ’47(7+0) 270
1К(кк\)А/С1 - 1 4/г7(х11 4- Хю) ~

(Н^Ккх) 
кх з “тзЛгеометрические соотношения

г 1 25“ " .4, да՜
К - 1 де՝ 
К" ~ А.до,

1 дАг и 
՝А^А1да~,из ~ R,

1 ди< . 1 дАг'3 А да,А^- да
±д^ 
Аг даг

А<А. да.1 дАг„ ,
Аг А] да 1

1_т,4, да,
1 дАг А,А^ дад

дП,
А1 да» 1 дА>

А՝А] да..

1 ди՝ и, А։ да( R,
1}

^(П1Так как погранслой имеет квазистатический характер, при сращивании внутренней и погранслойной задач получим те же граничные условия, что и в статике [ 10]: . ֊, . '
Р2 (1а з, /г(£12 ֊ Сц)|г = у (а3р\ + т;)б/а3.

—н

р^оз,
йа3.

(4-6)
Чтобы выяснить начальные условия для двумерной системы уравнений, необходимо построить соответствующий временной погранслой, для которого получим:

к = 2р — 2с, си = 0. (4.7)Г ри сращивании решения внутренней задачи (прикладной-двумерной теории (4.3)-(4.5)) с решением временного погранслоя (здесь опять имеем задачи типа (3.11)-(3.13)) и удовлетворении заданным трехмерным начальным условиям (1.6) получим те же начальные условия (3.16) для прлкладной- двумерной теории (4.3)-(4.5).Таким образом, система уравнений (4.3)-(4.5), граничные условия (4.6) и начальные условия (3.16) определяют математическую модель динамической теории микрополярных упругих тонких оболочек со стесненным вращением.5. Прикладная-двумерная динамическая теория микрополярных обо­лочек "с малой сдвиговой жесткостью". Предположим, что физические безразмерные параметры (2.2) представимы в виде:—- = д-2^+2р рСо 7 =7Т2рс£ 7” Юрс1где ~ 1. 162



Для чисел и» и А в рассматриваемом случае получим:о/ = / - с, к = 21 4֊ 2р - 2с. (5.2)Отметим, что на основании (5.1), (5.2) в получаемых двумерных /равнени­ях внутренней задачи микрополярных оболочек величины "чисто моментного' происхождения отделяются и образуют отдельную систему уравнеь ий.Сформулируем эти отдельные группы двумерных уравнений.Уравнения "чисто моментной" части задачи микрополярных оболочек:уравнения движения
А< да. А,А, да. ՝ " + А, да, А,А, да, ’ ]։ '> 

- (т* 4- тг ) = 2 У/г д/2 ’ьн 1*22 1 Гд(А'£1з) / + -ч о^'3
4֊ -֊֊ + . ■. —г-------- 4֊ —-------- 4֊ (т3 4- т3) = 2УЛ——;

R.} R? А] Аз да] даз д/-а. соотношения упругости
Ь.. = 2 А 47(0 + 7)

0 + 2у Хи 2у0
0 + 2у

2А[(7 + е)Ъ; + (7 - а*;.]
геометрические соотношения1 дЪ, 1 дА. _^з 

А, да, А, А^а} } /?.
1 дП; 1 дА, 1 дП3 П,Л, да. А,А3да3 ” Х’3 А. да, Я»

» —

У равнения "чисто силовой" части задачи микрополярных оболочек:уравнения движения1 дТ...4, да.
1 дА1(т Т +

13 + А, да, 
Тп Т22 , 1 Гд(ДгМз)/?։ К2 Г А1А2 [ дах

1 дА.А, А; да}
(5р4- +9, ) -

д(А1^з) 
да 2

4՜ 4՜ <7з ) — 2р^

= ^д^ 1 дА;31 А, да, А.А; да. 1 дН;.А; да; 1 дА, А,А; да)

д2их
1№'д2и՛д?7'

соотношения упругоети
[Г., + рГя], 512 = 5’21 .= 2ЫП։ 4՜ Гп]. Мз - -Ч 6/,<։1 '3

1 “1/2 2/?
= = ~м1А՜12 + А21|:
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геометрические соотношения1 дщ 1 дА՝ и՝А, да. А.А} да} Пз R.
__ 1 ди, 1 дАг _О 4 л АЛ Л ИЗ /а ( т ) 44А։ ад А.А3 да3 '

(5.8)1 ад 1 дл, Г _____ 1_адА, ад R՝ ” А։ ад AiAյдotյ /յ' 0 Aiдoti А1А] с'а}Так как погранслой квазистагический, граничные условия для "момент­ной части задачи" и "силовой части задачи" будут те же, что и при статике [10): <<д\я моментной части задачи (для системы уравнений (5.3)֊(5.5)):
О3 т^с/оз । (5.9)

для силовой части задачи (для системы уравнений (5.6)-(5.8)):
-н

А% Эо-2

(5.Ю)

Для когстатирования начальных условий для двумерных систем уравне­ний (5.3)-(5.5), (5.6)-(5.8) построен соответствующий временной погранслой (эта задача также идентична задаче (3.11)-(3.13)); в изучаемом случае будем иметь:
к = 2/ 4- 2р — 2с, о, = 0. (5.И)На основе сращивания внутренней задачи и временного ногранслоя получим те же начальные условия (3.15) для основной системы уравнений (5.3)-(5.8).Таким образом, двумерные уравнения (5.3)֊(5.5) и (5.6)-(5.8), граничные (5.9), (5.10) и начальные (3.15) условия определяют математическую модель микрополярных оболочек с "малой сдвиговой жесткостью".
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Член-корреспондент НАН РА С. О. СаркисянДинамические теории микрополярных упругих тонких оболочекРассматривается начально-краевая задача трехмерной, микрополярной, мо­ментной, несимметричной теории упругости со свободным вращением ,\ля тонкой области обологки. В зависимости от значений безразмерных физических констант материала оболочки пос1роены три различные асимптотики Исходное пргближение, соответственно, для первой асимптотики приводит к динамической теории микропо­лярных оболочек со свободным вращением; второй асимптотики — к динамической теории микрополярных оболочек со стесненным вращением; для третьей асимптоти­ки к теории микрополярных оболочек "с малой сдвиговой жесткостью”.
Ч՝ЦЦ թղթակից անդամ Ս. Սարցււյան

11 իէ րոպոլյստ առաձգական բարակ թաղանթների դինամիկական տեսուլսյու ններ

Թաղանթի բարակ տիրույթում դիտարկվում է աղատ պտույտներով միկրոպոլյար, 

մոմենտային, րւ> սիմետրիկ առաձգականության եռաչափ նախնական-եգրայք ն խնդիրը 
Կախված թաղանթի նյութի անչափ ֆիզիկական հաստատուննելի արժեքներից՛ կառուցված 
են երե]3 տարբեր ասիմպտոտիկաներ: Առաջին ասիմպտոտիկայի երյյկետային մոտավո 
րությունը հանգեցնում է միկրոպոլյար թաղանթների ագատ պտույտներով դինամիկական 
տեսությանը, երկրորդ ասիմպտոտիկան' միկրոպոլյար թաղանթների կաշկանդված պտույտևե 
րով դինամիկա յան տեսությանը, երրորդ ասիմպտոտիկան' միկրոպոլյար թադանթների փորը 

սաՒտային կոշտությամբ» դինամիկական տեսությանը:

Corresponding member of NAS RA S. H. SargsyanDynamic Theories of Micropolar Thin Elastic ShellsThe aim of the present paper is to investigate the initial-boundary problems of three- dimens onal micropolar, momental, asymmetrical theory of elasticity with independeni rotatior. Depending on the values of sizeless physical constants of the shell s matt rial, three different csymptotics are constructed. Initial approximation for the first as\ mptotics will correspondingly result in the dynamic theory of micropolar shells with independent rotatior; for the second asymptotics - in the dynamic theory of micropolar shells with constraint rotations, and for the third one - in the theory of micropolar shells with small shift rigidity".
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