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Исследование некоторых задач математической физики сводится к 
изучению спектральных свойств квадратичного операторного пучка

L(A) = А2/ + АВ + С, (0.1)

где В и С — самосопряженные операторы в гильбертовом пространстве Н.
Пучки вида (0.1) возникают, например, в задаче о движении вязкой 

жидкости, в задаче о колебаниях электромагнитных и акустических волно
водов.

Для этого пучка ставится вопрос о двукратной полноте системы 
собственных и присоединенных элементов, впервые введеной и изученной 
М. В. Келдьпгем [1].

В пространстве II рассмотрим матричный оператор

(0.2)

который порождается квадратичным операторным пучком (0.1) при его 
линеаризации. М. Г. Крейном и Г. К. Лангером |2| установлена тесная 
спектральная связь квадратичного операторного пучка (0.1) и ассоциирован
ного с ним оператора (случай, когда оператор В — самосопряженный, С — 
положительно определенный компактный оператор). В частности показано, 
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что собственные значения пучка (0.1) и оператора (0.2) совпадают с их 
собственными и алгебраическими кратностями и что, если у оператора II в 
гильбертовом пространстве II имеется полная система корневых векторов, то 
у операторного пучка (0.1) имеется двукратно полная система собственных 
и присоединенных элементов (С.П Э), и наоборот. Так что полноту
системы корневых векторов оператора можно брать как новое определение 
двукратной полноты С.П.Э квадратичного операторного пучка (0.1), которое 
эквивалентно первоначальному определению М. В. Келдыша [1].

Е՛ [3-11] изучены спектральные свойства как линейных, так и поли
номиальных операторных пучков, порожденных смешанными задачами, не 
разрешенными относительно старшей производной по времени.

Е» настоящей работе рассматривается спектральная взаимосвязь опера
торов, порожденных третьей краевой задачей и краевой задачей Дирихле, для 
квадратичных дифференциальных операторных пучков.

Пусть И — ограниченная область с достаточно гладкой границей 
6^1. Рассмотрим следующую однородную краевую задачу на собственные 
значения:

Кх(и) = Ми + Х1{и + Х2Ьи = 0, (1)

ди ди 
ду |ап = 0,

где М, п Ь — однородные дифференциальные операторы с постоянными 
коэффициентами второго порядка

д2и д2и д2и
Ми = С1дх*+ С2дф/ + Сзду*'

д2и , д2и д2и^=Ь1^+Ь2-—+Ь3—

д2и д2и д2и г
Ьи = + а2д՜՜дх2 дхду ду2

Относительно оператора Ь предполагается, что он являйся эллипти
ческим. В связи с исследованием вышепоставленных задач мы будем 
одновременно рассматривать и задачи Дирихле на собственные значения для 
тех же дифференциальных пучков:

Ми + Х№и + Х2Ьи = 0, (6)

и|ап — 0-
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Определение. Отличная от тождественного нуля функция их(х,у) С 
Пг(И) называется обобщенной собственной функцией задачи (1) (2) - (6),
(7), соответствующей собственному значению X, если 

о
уравнению (1) в обобщенном смысле и Сих € И/21(С^)/ 

о
простоанства С. Л. Соболева. 1У21(Г2) — множество

она удовлетворяет 

И^(П) (г = 1,2) ֊ 

функций из И 2 (И),
исчезающих на границе дП-области в смысле теорем вложения С. Л. Соболева. 

Для исследования некоторых общих свойств граничного оператора Си =
, . . . ди

у(х,у)и 4- а(х,7) —
формулу Грина.

ди—, с помощью предельного перехода получим

Пусть Г‘ — ограниченная область двухмерного пространства х,у с 
достаточно гладкой границей д^1. Относительно у(х,у),а(х, у),/3(т, ?/) предпо
лагается, что они достаточно гладкие функции в замкнутой области П = ГШда

Пусть и(х, у) и п(т,у) — непрерывно дифференцируемые функции в О - 
V. и да. Легко проверить, что имеют место тождества

ди д . да д
(8)

Р(х.у)
ди д . „ . да д . „ . д

= н—(ри) - —ин = -х֊(рни) - и— 
ду ду ду ду ду (9)

Суммируя тождества (8), (9) и интегрируя по области, перейдя от
двойного интеграла к интегралу по границе, согласно известной формуле 
Грина получим

ди ,^ди
дх ди յ ин{а(1у — /3(1х} — 

эп

да д(3 
дх + ду

(Ю)
инс1хс1у — УУ 

о.

] дн
и < а ——Н р — > ахау.

дх

п

п
Таким образом, д\я произвольных функций и и и из С!(Г2) имеем 

ди „ди 1 . . г
ду

и

да д(3
(П)

дх иис1х(1у — уу п
дн „ди

ийхйу.

С помощью предельного перехода окончательно получаем 
Грина для граничного оператора (7

формулу

о
))(1э - УУ иСийхйу^ И

да д(3
~ о-- ТГ՜Ох Оу иийхйу.
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Формула (12) справедлива для произвольных функций и(т, у) и п(х.у) из
о

Соболевского пространства И^П). Для функций и,1/ е ИГ](П) она принимает
вид

ад 

ду
ин(1х(1у - уу иСн(1х(1у. 

. п
(12')

Е частном случае, когда а(х,у) = ил, &(х,у) — ку, делая замену
переменных т = г(о)сояо, у = т(о)81п(а) (0 < а < 2тг) в (10), формулу Грина
(13) приведем к виду

2я
У инт 
о п

)ин(1х(1у — УУ иСи(1м!у. 
п

Производные, входящие в формулы (11), понимаются как обобщенные 
производные в пространстве И^О).

Из формулы Грина (11) легко усмотреть некоторые общие свойства д\я 
граничного оператора С, отображающего соболевское пространство И (Р) в 
Ь2(П).

/кемма 1. При выполнении условий

(7 = 1ШП 
тах_ 

(х.у)€П

27(аг, у) -
да 
дх

а(т, у) сов(з~у) — /3соз($,“т) > 0. Ч(х, у) е д&

оператор С является положительно определенным (отрицательно определен
ным) оператором, отображающим №.} в

Лемма 2. При

27(*.у) = У(®,»)еП (15

оператор С является антисимметричным оператором, отображающим 
о

в £2(П).
Справедливость этих утверждений вытекает из следующих соотноси ним

(Си, и)л2(П) > (16)

(Си:1/)ь2(П) = ֊(и,^)£2(П)» е 1111

которые являются непосредственными следе 1 виями формул Грина (1)1 
при условиях (14), (15). Области значений оператора С. действующего,
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о 
соответственно, на пространствах и ^(П), обозначим через /?Д9) - 

о о о
6’И’21(9) и /?.։9) = СИ 2։(9). Очевидно включение /<(9) С /?*(9) С £2(9).

При выполнении условий (14) оператор С имеет обратный С՜1, отобража
ющий область значений /?ф(9) оператора С на функциональное пространство 
И21(9). '

о
Обозначим через И. (9) (Л. (9)) множество тех функций

о о
а(.т.//) <3 И 2(9;(И 2 (9)), для которых Си € И^21(9).

Лемма 3. При выполнении следующих условий:

а(т, у) = а(х), /3(х, у) = /3(х), 7(2, у) = 7 = сопз1,
да
дх

6 = пмп 27 — 
(х,у)СП

да д/3 
дх ду (18)

а(х) соз(з/ у) — (3(у) соз($,՜ т) > О

имеет месте неравенство

(Си, и) °։ -о и'2։(П) 2
1Ы12о , Чи е МП) О И^2 (О).

%’(«)

Доказательство. Действительно, для произвольной функции и(х, у) е 
/г* (9) П И 22(9) и в силу леммы 2 имеем:

(С/и, и) о
%1 (П)

9 г, ди 
дт°и'дх

ь2(П)

Аг

ду ’ ду). (О.
' Ь2(и)

ди ди 
дх' дх Ь2(П)

да ди ди \ 
дх дх ' дх ) ,' Ь2Ц2)

д0ди ди\
ду ду ’ ду ) иф)

ди ди \ 
ду' &У ) г

<5 ди 2 6 ди 2 <5 2
- 2 'дх /'2,П) + - 2 “ ^2֊(П)

Лемма доказана.
Из доказанной леммы следует, что оператор С՜1, обратный к оператору 

о
<>’, ото€ ражающий И/21(9)ПСИ/21(9) в ^(О), является ограниченным в метрике 

о
пространства И(9).

Будем предполагать, что

а(х,у) = гих, 0(х,у) = игу, у(х,у) = 7, (20)

где и՝ и 7 — действительные постоянные такие, что

7 > ги > 0 или 7 < и) < 0. (21)
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Лемма 4. Для произвольной гладкой функции и(х,у) имеет место
следующее соотношение:

МСи = (С 4- 2ш/)Ми. (22)

Доказательство. Пусть и(х,у) имеет частные производные до третьего
порядка. Тогда имеем

д2Си 
дх2

д2и
тт—т + 2^ дх2

д2и 
дх2

д?и дРи
+и,уд№- (23)

д2Си _ д2и 
дхду дхду

д2и 
дхду

сРи 
дх2ду ду2дх

(21)

д2Си д2и
ду2 ду2

д2и
^֊5 + и՝х ду2 дхду2

дт3

Умножая равенства (23), (24), (25), соответственно, на сь с21 сз и суммируя, 
получим

МСи = ^Ми 4- 2гиМи 4֊ их дМ и дМи
-дГ + шу^Г = СМ и 4֊ 2и՝Ми.

Лемма доказана.
Задача Дирихле (6), (7) в операторной форме эквивалентна изучению

следующего квадратичного операторного пучка:

£(А)и = Си 4- ХВи 4- Х~1и, (26)

где В -= С = -Ь-1М — самосопряженные ограниченные опеэаторы С
о

Л. Соболева, действующие в соболевском пространстве И2 (9), I — единичный 
оператор.

Предполагается, что области значений операторов В и ( принадлежат 
Л.(9), Пучок /у(Л) при линеаризации, в свою очередь, порождает матричный 
оператор

действующий в ортогональной сумме гильбертовых пространств // .Т 
%1 (9) ($14^(9). Полнота системы собственных векторов матричного оператора 

А в Н означает двукраттгую полноту системы собственных элем» нгов \\я 
квадратичного пучка £(А) и, следовательно, для краевой задачи (6), 7)

Рассмотрим квадратичный операторный пучок

Ь.(А) = С. + АВ.-А27, (28)
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где С\ и В. — линейные операторы, действующие в пространстве /г*(Г2)
согласно формулам

С,и = С'ССи, В*и = С՜1 ВСи, и 6 /и(Г2) (29)

/ — единичный оператор в (Г2). Ассоциированный с этим пучком матричный
оператор

(30)

действует в ортогональной сумме пространств 77(0) = ЛДО) Ф /гДО). Оператор 
.4» можно представить в виде

(31)

где матричный оператор
/со 
у О С

(32)

о о
отображает И^ДО) ф Ир1 (О) в 7>2(О) ф 7/2(0), а его обратный

отобрёжает АДО) Ф /?Д0) на И^ДО) ф И^ДО).
Теорема 1. Гладкие собственные функции краевой, задачи (1), (2) 

являются соэственными элементами для квадратичного пучка Ь.(Л) и 
наоборот.

Доказательство. Пусть ил(х,у) — гладкая собственная функция краевой 
задачи (1), (2) с собственным значением Л. Тогда в силу леммы 4 имеем

/<(А)Сил = (С + 2ш7)/С(Л)ил = 0. (34)

Отсюда в силу существования обратных операторов 7 1 и С 1 заключаем

Ь.их = Ь~] К(Х)Сих = 0, иА(х, у) е ЬДО). (35)

Обратно, пусть их(х.у) € Д.(О) — гладкий собственный элемент квад
ратичного пучка 7,ДА), соответствующий собственному значению А, тогда, 
применяя последовательно операторы С и Ь, из равенства

Ь.(А)ил = в-'ССих + ХСГ'ВСих - Л2иА = 0 (36)
•г. » I I« *4 ‘ • • <.' 11 *-՛ . ‘ *ПО Н7Л?՛ Г ’ 1 ’ * ՛ > • ч .• *1 1

получаем
К(Х)Сих(х,у) = 0. (37)
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Отсюда в сил / леммы 4

(О + ‘2тг1)К(Х)их(х,у) = 0. (38)

Но поскольку существует обратный оператор (О + 2а?7) ?, то окончательно 
имеем

^(А)ил(х,1/) = 0, Сих(х,у) € И^П).

Теорема доказана.
В ышедо казанная теорема показывает, что краевые задачи (1), (2) вполне 

характеризуются квадратичным операторным пучком £.(А), который по 
построению подобен квадратичному пучку £(А), порожденному (6), (7).

Теорем<1 2. Пусть 7 > и» > 0 (7 < ы < 0), тогда через двукратно пол- 
0 1 0

ную в И/2(О) систему собственных функций из И (О) П /?,(П) квадратичного 
операторного пучка £(А) можно построить двукратно полную систему 
собственных функций для квадратичного пучка Ь*(Х) в /г.(О) и обратно, через 
двукратно полную в метрике И’2 (0) систему собственных функций пучка Ь.(Х) 
в И,(П) можно построить двукратно полную систему собственных функций 

о
пучка £(А) в И/2Х(О).

Доказательство. Пусть иХп(х,у) — собственная функция для пучка £(А 
тогда

СЬ.(Хп)С-'иХп = ЦХп)иХп = 0, (39)

т.е. нХг(х, у) ■- С~[иХп(х,у) е £.(О) является собственной функцией ,хля пучка 
о

£.(А). Двукратная полнота системы {иХп(х,у)}^° в И2(О) означает полноту / ✓ \ \ ОС
системы вектор-функции ^Ап

илп
Хпих

матричного оператора .4 в

о о
Н{П) = (Г2) ф И'21(О).

Покажем, что вектор-функция

Ап их
“Ап 
'«А,.

“а,. (40)

является собственным вектором для оператора .4.. 
На самом деле, имеем

А*иХп = И 1Лл6/<хп = 6 1Лй>л — Хп1'Х (41)

Пусть н == — произвольный вектор из /7.(0) - £.(О) ф /г. (О).
"2

Рассмотрим вектор
(Ун = Ф 6 //(О). (42)
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Существует последовательность линейных комбинаций
А

тор-фщ1кций оператора А, так что
из собственных век-

У (Гк и\к —► и» при 
к=1

Лг —► ос. (43)

*
Отсюда в силу непрерывности оператора (7՜'

(44)

А А

Таким образом, для матричного оператора А. система {щк = Сг щ*}?0А 
собственных вектор-функций полна в ортогональной сумме Я (9) = Ф 
/1.(9). А это означает, что система собственных функций квадратичного пучка 
£.(9) двукратно полна в Л* (9). Обратно, пусть система собственных функций 
{//>ч (т, лучка £»(Л) двукратно полна в /г.(9) в метрике 1У22(9). А это 
означает полноту в метрике И'22(9) ф И'22(9) системы собственных векторов

= матричного оператора А. в //„(9).

(
\ ’ • А

"И — произвольный элемент из Я(9), тогда вектор и =
= (с-։*!) Я» (9) и поэтому может быть аппроксимирован линейной

А

комби нацией собственных векторов оператора А„

при (45)/V —► оо

А

В силу непрерывности оператора О имеем

Е о о
(ГП - при /V —» оо (46)У = и

Легко увидеть, что система е //(Г2) является системой собственных А
векторов для оператора А. Теорема доказана.

Предположим, что дифференциальные операторы М и Ь удовлетворяют 
следующим условиям:

I Мррс1^1 > О, УУ ЬррсЮ, < 0 (♦)
п п

для всех отличных от нуля полиномов от х и у. В работе [5] при выполнении 
условия (‘) квадратичного пучка Ь(Л) установлено существование дву- 

о
кратно полной системы полиномиальных собственных функций в 1Т2(9) в 
случае, когда область — единичный круг. Сопоставление этого результата 
с вышедоказанной теоремой позволяет сформулировать следующую теорему.
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Теорема 3. Если область 9 — круг, при выполнении условий (') и > л > б 
(^ < си < 0) у квадратичного операторного пучка порожденного краевой 
задачей, имеется двукратная полная система полиномиальных собственных 
функций в /г. (9)

Военный авиационный институт им. маршала А. Ханферянца

Г. А. Саргсян

О собственных функциях дифференциальных операторных пучков, порожденных
третьей краевой задачей

Рассматривается спектральная взаимосвязь операторов, порожденных краевой 
задачей и краевой задачей Дирихле, для квадратичных дифференциальных оператор
ных пучков.

Գ. Ա. Սւսրգսյան

Երրորդ եզրային խնդրից ծնված դիֆերենցիալ օպերատորային փնջերի սեփական 

ֆունկցիաների մասին

Ուսումնասիրվում է օպերատորների սպեկտրալ փոխկապակցություն րաւ ակուսային 

օպերազւորային փնջի համար՛ ծնված եզրային եւ Գիրիխլեի խնդիրներից:

G. A Sargsyan

On Eigenfunctions of Diferencial Operator Bundles Generated by the Third Boundary 
Problem

The spectra] correlation oi operator bundles generated by boundary and Dinchled 

probleirs is investigated.
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